
خمیده فضاهای هندسه در ͳمقدمات درس Έی

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانشده پور‐ ͳوحیدکریم

١۴٠٣ بهمن ۴

مقدمه ١

برای ͳول شود ͳم آغاز است گرانش باره در شهودی و ساده مشاهده Έی از ͳناش خود که ارزی هم اصل نام به ͳفیزی اصل Έی از عام نسبیت

ͳمقدمات مفاهیم ͳیعن نیاز پیش این درس این در جهت همین به کنیم. استفاده ͳاقلیدس نا هندسه چارچوب از بایست ͳم آن نهایی بندی فرمول

ای خواننده دارد. بر در را عام نسبیت نیاز مورد مفاهیم همه تقریبا اما است ͳمقدمات ͳمعرف این طبیعتا کنیم. ͳم ͳمعرف را خمیده فضاهای هندسه

از دیفرانسیل هندسه ͳمعرف در کند. رجوع دیفرانسیل هندسه کتابهای به بایست ͳم بΎیرد یاد این از بیشتر را خمیده فضاهای هندسه بخواهد که

تنها و ͳسادگ به گیریم ͳم یاد دوبعدی سطوح برای که آنچه هر ایم. کرده شروع است شده ور غوطه بعدی سه فضای در که بعدی دو سط Έی

برای دیدگاه این کنیم. توجه باید مهم نکته Έی به است. معتبر نیز چندبعدی های خمینه برای دلخواه تعداد به دو از ها مختصه تعداد افزایش با

در و سط از بیرون که ناظری دید از سط خواص دیدگاه این در است. شهودی و ساده نامیم، ͳم ͳغیرذات دیدگاه را آن که سطوح هندسه یادگیری

سط ͳهندس خواص دیدگاه این در نامیم. ͳم ͳذات دیدگاه را آن که دارد وجود نیز دیΎری دیدگاه ͳول شود. ͳم ͳبررس است بزرگ ͳدکارت فضای

شده داده توضیح درس این ضمیمه در دیدگاه این ندارد. ͳبیرون فضای از خبری و دارد قرار سط خود داخل در که شود ͳم ͳبررس ناظری دید از

است.
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ͳنااقلیدس هندسه بر مروری ٢

این شد. تدوین کامل طور به اقلیدس توسط میلادی از قبل چهارم قرن در کند ͳم بندی صورت فضا از را ما شهودی ادراک که ͳاقلیدس هندسه

ثابت توان ͳنم را اصول این تعریف بنابر است. استوار موضوعه اصل پن; بر کند ͳم آغاز خط و نقطه مثل تعریف غیرقابل مفاهیم از که هندسه

از: اند عبارت اصول این گرفت. نتیجه آنها از دقیق استدلال با توان ͳم را هندسه قضایای بقیه اما کرد،

کشید. دیΎر ی نقطه هر به ͳمستقیم خط توان ͳم نقطه هر از ‐ اول اصل

داد. امتداد نامحدود طور به خط همان روی توان ͳم را مستقیم خط پاره هر ‐ دوم اصل

کرد. رسم خط پاره هر مساوی ͳشعاع با و آن مرکز عنوان به دلخواه نقطه هر با ای دایره توان ͳم ‐ سوم اصل

اند. مساوی هم با قائمه زوایای ی همه ‐ چهارم اصل

کرد. رسم مفروض خط با موازی توان ͳم خط Έی تنها و و خط Έی خط، Έی خارج نقطه Έی از ‐ پنجم اصل

بقیه از را آن استدلال با توان ͳم که است ای قضیه بله نیست موضوع اصل Έی واقعا پنجم اصل که شد ͳم فکر سال هزار دو از بیش مدت به

جمله از است. معادل آن با پنهان صورت به که ͳاصل با پنجم اصل کردن جایΎزین جز نبود چیزی ها تلاش این ͳتمام اما کرد. استنتاج اصول

ͳطوس نصیرالدین خواجه ، ٣ خیام عمر ، ٢ هیثم ابن ، ١ پروکلس از توان ͳم اند مانده ناکام و کرده اقلیدس پنجم اصل اثبات در ͳسع که ͳکسان

او از مستقل سپس و ،١٨٢٣ در ٨ بولیایی جانوس اولین برای سرانجام برد. نام ٧ لامبرت جان و ، ۶ ویتاله جیوردانو ، ۵ ساکری جیرالومو ، ۴

هندسه ͳاقلیدس هندسه بعد دو در نبود. برقرار پنجم اصل آنها در که کنند ابداع هایی هندسه از خاص نوع دو توانستند ،١٨٢٩ در ٩ ͳلباچفس

روی خطوط و نقاط برای ای هندسه است،  معروف نیز بیضوی هندسه به که بولیایی هندسه آنکه حال و کند ͳم توصیف را صاف سط Έی روی

با که کرد رسم ͳخط هیچ توان ͳنم خط Έی بیرون نقطه هر از و هستند عظیمه های دایره از هایی قسمت خطوط هندسه، این در است. کره Έی

را نهایت بی دایره محیط این در فهمید. (٢) شل به توجه با توان ͳم صورت بهترین به را ،ͳلباچفس هندسه نکند). قط΄ را (آن باشد موازی آن
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نقطه Έی از شود، ͳم دیده که همانطور کنند. ͳم قط΄ را ͳبیرون دایره قائمه زاویه با که هستند دایره از هایی کمان راست خطوط و دهد ͳم نشان

روی نقاط و خطوط روابط دوبعد در ͳلباچفس هندسه برای دیΎر مدل Έی کرد. رسم توان ͳم آن با موازی خط نهایت بی راست، خط Έی خارج

که ͳلش به بعدی هر در را ͳاقلیدس غیر هندسه ͳکل و نهایی شل که بودند ریمان او از بیشتر و گاووس سرانجام است. مانند زین سط Έی Έی

که آنچه و مثبت و (ینواخت) ثابت انحنای با سط Έی هندسه کرده ابداع بولیایی که آنچه که دانیم ͳم امروزه کردند. تدوین بینیم ͳم امروزه

دیΎر که انحنایی و دلخواه بعد با است فضاهایی هندسه ،ͳریمان هندسه است. بوده ͳمنف ثابت انحنای با سط Έی هندسه کرده ابداع ͳلباچفس

کنیم. ͳم اکتفا ͳریمان هندسه از شهودی کاملا توصیف Έی به ما درس این در کند. تغییر تواند ͳم نقطه به نقطه و نیست هم ینواخت و ثابت

توان ͳم سطوح این هندسه فهم از پس است. آسان ما همه برای آن تصور که کنیم ͳم آغاز دوبعدی خمیده سط Έی توصیف از هم ͳسادگ برای

سط Έی هندسه توصیف برای کنیم. اشاره باید مهم نکته Έی به چنین هم داد. تعمیم دلخواه بعد به ایم آموخته که را آنچه هر ͳانتزاع صورت به

اصطلاح به یا کنیم ور غوطه ͳدکارت تر بزرگ فضای Έی در را سط این که است آن اول راه دارد. وجود راه دو ١٠ خمینه Έی ͳکل حالت در یا

هستیم آشنا ͳدکارت فضای با ما که چرا است ملموس و ساده شهودی نظر از گویند، ͳم ١٢ ͳغیرذات دیدگاه آن به که دیدگاه این .١١ بنشانیم ͳریاض

و فضا در سط آن نشاندن نحوه به توجه بدون را سط هندسه که است این دیΎر دیدگاه کنیم. ͳم درک گونه همین به نیز را سطوح ͳخمیدگ و

که است این اش اهمیت و نامند ͳم ١٣ ͳذات دیدگاه را دیدگاه این کنیم. ͳبررس کنند ͳم ͳزندگ سط آن روی که ای ͳخیال موجودات دید از تنها

ͳغیرذات دیدگاه با را خود ͳبررس ما کند. ͳم ͳبررس بزرگتر و ͳبیرون فضای Έی در سط آن نشاندن نحوه به ͳارجاع نوع هیچ بدون را سط هندسه

دهیم. ͳم شرح نیز را ͳذات دیدگاه ضمیمه در و کنیم ͳم آغاز

Manifold١٠

embedding١١

extrinsic١٢

intrinsic١٣
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اقلیدس اول اصل چهار هندسه نوع این در که کند تحقیق تواند ͳم خواننده .ͳهذلول هندسه به موسوم ͳلباچفس هندسه از مدل Έی :١ شل

١٨٠ با مساوی یا کمتر هندسه این در ها مثلث زوایای مجموعه که دهد ͳم نشان راست سمت شل ندارد. وجود پنجم اصل ͳول برقرارند

است. درجه


هندسه اقلیدسی،

انحنای صفر،

 مجموع زوایای هر مثلث ۱۸۰ درجه است.


هندسه غیر اقلیدسی )بیضوی(،

 انحنای یکنواخت و مثبت،

مجموع زوایای هر مثلث بیش از ۱۸۰ درجه است.


هندسه غیر اقلیدسی )هذلولی(،

 انحنای یکنواخت و منفی، 

مجموع زوایای هر مثلث کمتر از ۱۸۰ درجه است.

که هستند ͳنااقلیدس هندسه از ͳخاص های مدل ͳنااقلیدس هندسه دو این .ͳلباچفس و بولیایی  ،ͳاقلیدس های هندسه از مدلهایی مقایسه :٢ شل

دارد. ͳنواختی و ثابت مقدار جا همه در انحنا آنها در

۴



(هندسه ͳنااقلیدس هندسه ابداع خاطر به بیشتر که روس، تبار ͳلهستان ریاضیدان ،(١٨۵۶ ‐ ١٧٩٢) ͳلباچفس ایوانویچ نیلای :٣ شل

که شد فرزند هجده صاحب و کرد ازدواج جا همان در کرد. تدریس و تحصیل (Kazan) قازان دانشΎاه در وی است. معروف (ͳهذلول

چنان سازگار ای هندسه توان ͳم که دهد نشان توانست او درگذشت. فقر و نابینایی و بیماری در سرانجام و ماندند زنده آنها تای هفت فقط

نهایت بی توان ͳم خط Έی از خارج نقطه Έی از ͳهذلول هندسه یا ͳلباچفس هندسه در نباشد. برقرار اقلیدس پنجم اصل آن در که ساخت

باشند. موازی خط آن با همه که کرد رسم چنان راست خط
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ͳریاض های رشته از بسیاری گسترش در ای عمده سهم ͳآلمان فیزیدان و ریاضیدان ،(١٨۵۵ ‐ ١٧٧٧) گاووس Έفردری کارل :۴ شل

Έی و بیست سن در که او رساله اولین شود. ͳم یاد نیز باستان عهد از بعد ریاضیدان بزرگترین یا و ریاضیدانان شهزاده عنوان به او از داشت.

عده آمده، بدست گاووس از که ͳاتباتم به توجه با است. کرده تثبیت ریاضیات در رشته Έی عنوان به را اعداد نظریه شده، منتشر ͳΎسال

در شدن وارد ترس از ͳول برده پی ͳغیراقلیدس های هندسه تدوین امان به دیΎران از قبل مدتها گاووس که نظرند این بر علم مورخان از ای

است. نکرده منتشر را آن حاصل بی های مجادله
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تا بخواند ͳشناس لغت و ͳمسیح کلام علم که گرفت تصمیم ͳΎسال ١٩ سن در (١٨۶۶ ‐ ١٨٢۶) ریمان برنارد Έفردری گئورگ :۵ شل

فرستاد گوتینگن دانشΎاه به را او بود، یافته رهایی ͳمال بد وض΄ از زمان این در که پدرش کند. Έکم خانواده ͳمال وض΄ به و شود کشیش

عمر در او پرداخت. ریاضیات مطالعه به گاووس نظر تحت رسید، گوتینگن به ͳوقت اما دهد. ادامه رشته درهمان را تحصیلاتش آنجا در تا

و اعداد،  نظریه مختلط، آنالیز ،ͳحقیق آنالیز، نظیر ریاضیات از متعددی های رشته نصیب را زیادی های پیشرفت خود،  ساله چهل کوتاه

بزرگترین را او بسیاری کرد. باز عام نسبیت نظریه نهایی تدوین برای را راه واق΄ در ͳریمان هندسه ابداع در او سهم کرد. دیفرانسیل هندسه

اش ͳزندگ جنبه ترین مهم را آن که خود، ͳمسیح ایمان نیز عمر اخر تا و بود مذهبی عمیقاً فردی ریمان دانند. ͳم اعصار تمام ریاضیدانان

همراه به نیز، مرگ بستر در دانست. ͳم اش ͳمسیح ایمان به خدمت برای ͳراه ریاضیدان عنوان به را خود ͳزندگ او کرد. حفظ دانست، ͳم

رفت. دنیا از دعا این رساندن پایان به از قبل و خواند ͳم را ͳربان دعای همسرش
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خمینه یا سط Έی برای ͳموضع مختصات ٣

دلخواه سط این مطالعه با که آنچه هر است. گرفته قرار بعدی سه فضای در که کنیم ͳم شروع بعدی دو خمیده سط Έی شناسایی با را خود کار

کره دهید. انجام توانید ͳم بخش همین های تمرین در را کار این کند. ͳم پیدا تعمیم نیز چندبعدی خمیده فضاهای به ͳراحت به بΎیریم یاد

کنند: ͳم مشخص را کره این سط زیر روابط شود. ͳم مشخص (θ, ϕ) مختصه دو با کره از نقطه هر بΎیرید: نظر در را دوبعدی

x = sin θ cosϕ, y = sin θ sinϕ, z = cos θ, (١)

یا

r = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ). (٢)

شود: ͳم توصیف زیر معادلات با دلخواه بعدی دو سط Έی شل همین به

x = x(u1, u2)

y = y(u1, u2)

z = z(u1, u2). (٣)

چهار یا بعدی سه مثلا نه و است بعدی دو سط که دهد ͳم نشان امر همین شوند. ͳم توصیف (u1, u2) ی مختصه جفت با سط از نقطه هر

برابرند آن ͳموضع مختصات که آید ͳم پدید دوار سط Έی دهیم، دوران z محور حول را z = f(x) ͳمنحن گاه هر دیΎر ͳمثال عنوان به بعدی.

از: اند عبارت دوار سط کننده توصیف معادلات و (r, ϕ) با

x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = f(r). (۴)

افرادی از کدام هر زیرا است ͳبدیه نکته این شهودی نظر از نیستند. یتا بریم ͳم کار به سط روی نقاط توصیف برای که ای دوبعدی مختصات

سط برای مثال عنوان به ببرند. کار به نقاط کردن مشخص برای ͳمتفاوت مختصات خود ͳهمسای در توانند ͳم کنند ͳم ͳزندگ سط روی که

ببرد: کار به را زیر مختصات تواند ͳم دیΎری فرد کردیم ͳمعرف ابتدا در که ای دوبعدی کره

x = cos θ′ sinϕ′, y = cos θ′ cosϕ′, z = sin θ′. (۵)
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کرد. مشخص (θ′, ϕ′) مختصات با هم و (θ, ϕ) مختصات با توان ͳم هم را کره سط روی نقطه Έی بنابراین

کنید. تعیین را (θ′, ϕ′) و (θ, ϕ) مختصاتِ نوع دو بین رابطه بعدی دو کره مثال در تمرین: n

امتداد را آن و کرد رسم ͳخط کره از نقطه هر به شمال قطب از توان ͳم (۶) شل مطابق کره. برای Έاستریوگرافی مختصات تمرین: n

عنوان به توان ͳم را صفحه در نقطه این (XN , YN ) مختصات کند. قط΄ نقطه Έی در گذرد ͳم جنوب قطب از که را ای صفحه تا داد

نامیم. ͳم Έاستریوگرافی مختصات را مختصات این گرفت. نظر در کره از نقطه آن مختصات

بΎیرید. 1 را کره شعاع کنید. پیدا را (θ, ϕ) مختصه با کره از نقطه Έی Έاستریوگرافی مختصات الف‐

است؟ نشده تعریف برایش و ندارد Έاستریوگرافی مختصه که است کره از نقطه کدام ب‐

شمال قطب از گذرنده صفحه کنیم ͳم رسم که ͳخطوط تا دهیم انجام جنوب قطب از خطوط گذراندن با را کار همین توانیم ͳم پ‐

نوع این برای را ب و الف های قسمت دهیم. نسبت را (XS , YS) مختصه توانیم ͳم کره از نقطه هر به صورت این در کنند. قط΄ را

دهید. پاس مختصات

و (XN , YN ) از: اند عبارت که دارد مختصه نوع دو نقطه هر نیست، جنوب قطب و شمال قطب شامل که کره از قسمت آن در ت‐

بنویسید. یدیΎر حسب بر را مختصه نوع دو این .(XS , YS)

دهید؟ تعمیم بعدی N کره برای را کار این توانید ͳم آیا ث:

N

.

.

(θ, ϕ)

(XN, YN)

کره. برای Έاستریوگرافی مختصات :۶ شل

این است. a با برابر آن شعاع و (0, R, 0) نقطه در آن مرکز که بΎیرید نظر در را ای دایره چنبره: Έی برای ͳموضع مختصات تمرین: n

هر (٧) شل مطابق است. چنبره Έی شود ͳم حاصل که آنچه دهیم. ͳم دوران گذرد، ͳم مختصات مبداء از که z محور حول را دایره

٩



بر را (x, y, z) ͳدکارت مختصات با چنبره روی نقطه هر کنیم. توصیف (θ1, θ2) ͳموضع مختصه دو با توانیم ͳم را چنبره این از نقطه

کنید. بیان ͳموضع مختصات این حسب

θ1

θ2

چنبره. Έی برای ͳموضع مختصات :٧ شل

شود: ͳم توصیف زیر معادله با بعدی ۴ ͳدکارت فضای شعاعRدر به بعدی ٣ کره تمرین: n

x2 + y2 + z2 + w2 = R2.

بدست ͳموضع مختصات این با را چهارگانه ͳدکارت مختصات رابطه شود. ͳم توصیف (θ, ϕ, ψ) ͳموضع مختصه سه با کره این

دهید؟ انجام نیز Nبعدی کره برای توانید ͳم را کار این آیا آورید.

تانسورها و بردارها اسالرها، ٣ . ١

این به است ممن شود. ͳم مشخص (u1, u2) ی مختصه دو با p مثل سط این از نقطه هر دهیم. ͳم نشان M با را دوبعدی سط وضوح برای

کمیت Έی ϕ که گوییم ͳم دهیم نشان ϕ با را کمیت این اگر دهیم. نسبت را فشار) میزان یا سط از نقطه آن دمای (مثلا عدد Έی سط از نقطه

کمیت دلیل همین به کند. ͳنم تغییر (سط از نقطه آن فشار یا (دما ϕ مقدار کنیم، انتخاب دیΎری مختصات نقطه این برای اگر است. اسالر

١٠



داریم: ͳیعن کند، ͳنم تغییر مختصات تغییر تحت که است خاصیت این دارای اسالر

ϕ(u1, u2) = ϕ(u′1, u′2). (۶)

چنین است. برداری کمیت Έی وزد ͳم سط روی که بادی سرعت اندازه و جهت مثلا دارند. وجود نیز دیΎری های کمیت سط Έی روی اما

ای پایه بردارهای به احتیاج ها مولفه این کردن مشخص برای کنیم. مشخص را ها مولفه این که این برای شود. ͳم مشخص مولفه دو با برداری

Έی دهنده نشان واق΄ در (u1, u2) ͳموضع مختصات با ای نقطه داد. بسط آنها حسب بر را برداری هر بتوان و باشند مماس سط بر که داریم

بنویسیم: توانیم ͳم بنابراین است. سط روی نقطه آن دهنده نشان بردار این هست. نیز r بردار

r = r(u1, u2). (٧)

بنویسیم: توانیم ͳم کره مورد در مثلا

r = x̂ sin θ cosϕ+ ŷ sin θ sinϕ+ ẑ cos θ. (٨)

هستند. مماس سط بر ها ͳمنحن این بر مماس بردارهای کند. ͳم تغییر ها مختصه از ͳی تنها آنها روی که گیریم ͳم نظر در را هایی ͳمنحن حال

شوند: ͳم تعریف زیر شل به بردارها این

e1 :=
∂r

∂u1

e2 :=
∂r

∂u2
. (٩)

فضای Έی تشیل بردار، دو این از ͳخط های ترکیب تمام محموعه بΎیریم، نظر در (u1, u2) مختصات با p ≡ (u1, u2) مثل نقطه Έی اگر

دهیم، ͳم نشان TpM با را آن و نامیم ͳم p نقطه در M بر مماس فضای را فضا این است. مماس نقطه آن در M سط بر که دهند ͳم برداری

.(٨) شل

١١



u1

u2

a1

a2

M

x

z

y

TpM

p

آن. بر مماس فضای و خمیده سط Έی :٨ شل

داریم: کره این برای دهیم. ͳم نشان ϕ و θ با را آن روی مختصات که بΎیریم نظر در را R شعاع به ای کره توانیم ͳم مشخص مثال Έی عنوان به

eθ =
∂r

∂θ
= x̂ cos θ cosϕ+ ŷ cos θ sinϕ− ẑ sin θ,

eϕ =
∂r

∂ϕ
= −x̂ sin θ sinϕ+ ŷ sin θ cosϕ. (١٠)

کار این برای هستند. مماس سط بر بردار دو هر که دهید نشان توانید ͳم اما رسند،  ͳم نظر به ای مولفه سه بردارها این ظاهرا در که کنید دقت

اند. شده داده نشان (٩) شل در بردارها این است. r · eθ = r · eϕ = 0 که دهید نشان

١٢



eθ

eϕ

eϕ

eθ
S2

بعدی. دو کره بر مماس بردارهای :٩ شل

نوشت توان ͳم دیΎر عبارت به داد. بسط پایه بردارهای این حسب بر توان ͳم را ( p نقطه در باد (سرعت p نقطه در مماس بردار Έی حال

X ∈ TpM −→ X = X1e1 +X2e2 ≡ Xiei. (١١)

کنیم، عوض را سط روی مختصات هرگاه نیستند. هم عمود یدیΎر بر نیستند، یه الزاما مماس،  بردارهای که باشیم داشته یاد به همواره باید

داریم: مختصات تبدیل تحت واق΄ در شد. خواهند عوض نیز X مثل بردار Έی های مولفه آن دنبال به و شد خواهند عوض نیز یه بردارهای

e′i ≡
∂r

∂u′i
=
∂uj

∂u′i
∂r

∂uj
=
∂uj

∂u′i
ej (١٢)

خلاصه طور به یا و

e′i =
∂uj

∂u′i
ej . (١٣)

صورتِ دو به X بردار نوشتن با

X = Xiei = X ′je′j (١۴)

شود: ͳم مشخص زیر شل به مختصات تبدیل رابطه (١٣) رابطه از استفاده و

Xi =
∂ui

∂u′j
X ′j . (١۵)

١٣



بهنجار پایه Έی بردارها که ͳوقت برداری فضای Έی در دهند. ͳنم تشیل مماس فضای برای بهنجار پایه Έی ei بردارهای گفتیم، که همانطور

اندیس متفاوت جای در توان ͳم را ͳننامم این آورد. بدست Xi = X ·ei مثل ای رابطه از استفاده با را ها مولفه توان ͳنم دیΎر ندهند، تشیل

نابهنجار پایه Έی که برداری فضای هر در رسد. ͳم نظر به نادرست ͳشناس زیبایی نظر از مرحله این در فعلا که دید نیز رابطه این طرف دو در ها

کنند: صدق زیر شرط در که کرد تعریف چنان {ei} مثل را دیΎری پایه توان ͳم باشد، داشته {ei} مثل

ei · ej = δij . (١۶)

آیند: ͳم بدست زیر زیبای و ساده رابطه از بردار Έی های مولفه صورت این در بنامیم. ١۴ دوگان پایه توانیم ͳم را پایه این

Xi = X · ei. (١٧)

(١۶) رابطه هرگاه

به دوگان پایه بردارهای مختصات تبدیل تحت که بینیم ͳم کنیم استفاده (١٣) مختصات تبدیل رابطه از و بنویسیم مختلف مختصات دو در را

شوند: ͳم تبدیل زیر صورت

ei =
∂ui

∂ui′
ei

′
. (١٨)

.١٧ خوانیم ͳم ١۶ یΈ‐فرم یا ١۵ هم‐بردار را آنها و کنیم تعریف زیر شل به را عناصری توانیم ͳم

ω = ωie
i (١٩)

داریم: واق΄ در کند. ͳم تغییر هم هم‐بردار Έی های مولفه کند، ͳم تغییر مختصات که ͳوقت صورت این در

ωie
i = ωi′e

i′ (٢٠)

گیریم: ͳم نتیجه آن از که

ωi =
∂ui

′

∂ui
ωi′ (٢١)

Dual Basis١۴

covector١۵

one-form١۶

شد. خواهیم آشنا ͳکل طور به دیفرانسیل های فرم یا ها فرم از تری دقیق با تعریف درس این انتهای ١٧در

١۴



را مختلف های رتبه با تانسورهای توانیم ͳم فرض این با است. شده آشنا بردارها تانسوری ضرب مفهوم با قبلا خواننده که است این ما فرض

مثال عنوان به کنیم. تعریف

T = T ijei ⊗ ej

و (2, 0) رتبه با تانسور Έی

Ω = ωije
i ⊗ ej

و (0, 2) رتبه با تانسور Έی

σ = σi
jei ⊗ ej

مثال عنوان به آید. ͳم بدست پایه بردارهای حسب بر آنها بسط دادن قرار مساوی با نیز تانسورها های مولفه تبدیل است. (1, 1) رتبه با تانسور Έی

رابطه از

T ijei ⊗ ej = T ′kle′k ⊗ e′l (٢٢)

که فهمیم ͳم

T ij =
∂ui

∂u′k
∂uj

∂u′l
T ′kl. (٢٣)

تانسوری و برداری اسالر، های میدان ٣ . ٢

ایم. کرده تعریف اسالر میدان Έی گوییم ͳم کنیم)  تعیین را نقاط تمام دمای (مثلا دهیم، نسبت اسالر کمیت Έی سط از نقطه هر به گاه هر

ایم. کرده تعریف برداری میدان Έی گوییم ͳکنیم) م تعیین نقاط همه در را باد وزش سرعت (مثلا دهیم نسبت بردار Έی سط از نقطه هر به هرگاه

X(u1, u2) صورت به بعدی دو خمینه Έی روی برداری میدان Έی بنابراین شوند. ͳم تعریف سط روی تانسوری های میدان نیز روش همین به

خمینه Έی نقاط ͳتمام در ها میدان این که کنیم ͳم فرض ما معمولا نباشند. یا باشند پذیر مشتق و پیوسته توانند ͳم ها میدان این شود. ͳم تعریف

کنید ͳسع مثال عنوان به دارد. خمینه توپولوژی به ͳبستگ واق΄ در نقاط این تعداد پذیرند. مشتق و پیوسته نقاط از شماری انگشت تعداد جز به

چنبره Έی روی اما بود. خواهد ͳتکینگ دارای میدان این نقطه دو در حداقل که دید خواهید کنید: رسم کره Έی روی پیوسته برداری میدان Έی

کنید. رسم باشد پذیر مشتق و پیوسته تماما که میدان Έی توانید ͳم

١۵



n دلخواه خمینه یا ابرسط Έی به ͳراحت به گفتیم دوبعدی سط Έی باره در که آنچه همه که کنیم ͳم تاکید بخش این به دادن پایان از قبل

و نشاند M بعد با ͳدکارت فضای Έی در توان ͳم حتما را ای خمینه چنین کند. ͳم پیدا تعمیم شود ͳم مشخص ͳموضع مختصه n با که بعدی

کرد:  توصیف زیر پارامتری معادلات با را آن

x1 = x1(u1, u2, · · · , un)

x2 = x2(u1, u2, · · · , un)

x3 = x3(u1, u2, · · · , un)

· · · · · ·

xM = xM (u1, u2, · · · , un). (٢۴)

شود: ͳم توصیف زیر معادله با گرفته قرار بعدی سه فضای در که گون ͳسهم Έی تمرین: n

z = a(x2 + y2) + b, a, b > 0.

آورید. بدست را آن سط بر مماس بردارهای سپس و کنید تعریف ͳموضع مختصه دو آن برای است. دوبعدی خمینه Έی گون ͳسهم این

سط بر مماس بردارهای آورید. بدست گرفته قرار بعدی سه فضای در که را بعدی دو گون ͳبیض Έی سط پارامتری معادلات تمرین: n

کنید. تعیین نیز را {e1, e2} بردارهای کنید. تعیین را {e1, e2}

دیراک نمادگذاری ٣ . ٣

Έانیم در برا و کت نمادگذاری با ما همه است. بوده کارآمد و زیبا العاده فوق های نمادگذاری در استثنایی مبتکران از ͳی دیراک پاوول

شاید که دارد عام نسبیت و دیفرانسیل هندسه های نمادگذاری در نیز دیΎری العاده خارق ابتکار او ͳول هستیم آشنا اوست ابداعات از که ͳکوانتوم

است. آمد کار اندازه بی مختصات این از استفاده داریم سروکار مختلف مختصات در آنها تبدیل و تانسورها با ͳوقت باشد. آشنا آن با ͳکس کمتر

قرار آن های اندیس روی بΎذاریم تانسور خود روی آنکه جای به را پریم علامت که است این نمادگذاری این در ساده العاده فوق و ͳاصل خلاقیت

١۶



دهیم: قرار ͳیعن دهیم

X ′i −→ Xi′ . (٢۵)

شود: ͳم نوشته صورت این به (١۵) رابطه بنابراین

Xi′ =
∂ui

′

∂ui
Xi. (٢۶)

شود: ͳم نوشته زیر صورت به (٢٧) رابطه یا و

T ij =
∂ui

∂ui′
∂uj

∂uj′
T i′j′ . (٢٧)

بالاتر های رتبه با تانسورهای مورد در یا و

T ij
k =

∂ui

∂ui′
∂uj

∂uj′
∂uk

′

∂uk
T i′j′

k′ . (٢٨)

این برد کار شود. ͳم مشخص کنیم، ͳم کار تانسورها های مولفه با که ͳوقت بخصوص ͳطولان محاسبات در و عمل در واقعا نمادگذاری این فایده

جای به توجه با تنها را تانسوری روابط از ͳخیل که شود ͳم باعث ثانیاً شود. ͳم ها اندیس های نام تعداد در جویی صرفه باعث اولا نمادگذاری

بنویسیم. اشتباه بدون و درست بتوانیم ها اندیس

هموردا مشتق ۴

کنیم. ͳم اشاره نامΎذاری مورد در نکته Έی به آن از قبل اما شویم. ͳم آشنا ١٨ هموردا مشتق نام به مهم مفهوم Έی با بخش این در

است، آن های اندیس همه ی مجموعه ما منظور نویسیم ͳم اندیس بدون را u مختصه که جایی هر در نمادگذاری: مورد در نکته Έی n

.X(u) ≡ X(u1, u2) یا ϕ(u) ≡ ϕ(u1, u2) مثل

Covariant Derivative١٨
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سط روی اسالر میدان Έی گوییم دهیم نسبت خمینه Έی نقاط ͳتمام به پذیر مشتق و پیوسته طور به را عددی کمیت Έی هرگاه گفتیم چنانکه

روی تانسوری های میدان یا برداری های میدان شل همین به شود. ͳم مشخص ϕ(u) ≡ ϕ(u1, u2) با اسالری میدان چنین است. شده تعریف

تعریف سط Έی روی را نوع هر از ͳکمیت مشتق بخواهیم هرگاه شوند. ͳم مشخص T(u) یا X(u) نمادهای با و شوند ͳم تعریف خمینه Έی

در را کمیت این تغییرات خواهیم ͳم بهتر عبارت به کنیم. محاسبه خواهیم ͳم جهت کدام در را مشتق این که بپرسیم خود از باید همواره کنیم

مشخص ∇X علامت با را ها مشتق این شوند. ͳم تعریف مماس بردار Έی جهت در همواره ها کمیت مشتق بنابراین کنیم. محاسبه جهت کدام

باشد. تر مناسب آن برای دار جهت مشتق یا برداری مشتق اسم شاید ͳول نامیم ͳم هموردا مشتق را مشتق این اصطلاحاً کنیم. ͳم

شود: ͳم تعریف ͳسادگ به شود، ͳم مشخص X = (X1, X2) بردارِ توسط که راستا Έی در اسالر میدان Έی مشتق

∇Xϕ(u) := lim
ϵ−→0

ϕ(u1 + ϵX1, u2 + ϵX2)− ϕ(u1, u2)

ϵ
= X1∂1ϕ+X2∂2ϕ = Xi∂iϕ. (٢٩)

داریم: اسالر میدان Έی برای ترتیب این به دهیم. ͳم نشان ∇i با آن از تر ساده ͳحت یا ∇ei
با را ei راستای در ϕ میدان مشتق

∇ei
ϕ = ∇iϕ = ∂iϕ = ϕ,i. (٣٠)

ایم. کرده استفاده ∂
∂uiϕ = ∂iϕ دادن نشان برای ϕ,i نماد از آخر رابطه در

توانیم ͳم آیا کنیم. تعریف u = (u1, u2) مختصات با نقطه Έی در ei راستای در را Y (u) برداری میدان Έی هموردای مشتق خواهیم ͳم حال

بنویسیم:

∇iY ≡ ∇i(Y
jej) = (∇iY

j)ej ? (٣١)

Έی تعریف این که است واض کنیم؟ ͳتلق بردار کل از مشتق مثابه به را آن و بΎیریم مشتق بردار Έی های مولفه از فقط توانیم ͳم آیا ͳیعن

های مولفه تنها خمیده سط روی در دیΎر نقطه به نقطه Έی از انتقال در که ایم کرده فرض ͳتعریف چنین نوشتن با واق΄ در . دارد ͳاساس اشال

بنابراین کنند. ͳم تغییر نقطه به نقطه نیز پایه بردارهای آنکه حال و بΎیریم مشتق ها مولفه این از است ͳکاف و کنند ͳم تغییر برداری میدان Έی

قاعده از هموردا مشتق بخواهیم که است ͳطبیع بΎیریم. نظر در نیز را پایه بردارهای تغییر بایست ͳم کنیم محاسبه را مشتق ͳدرست به بخواهیم اگر

مشتق از ͳدرست تعریف به پله پله کنیم ͳم ͳسع نکته این از استفاده با کند. پیروی نیز ها) ضرب حاصل مشتق به مربوط قاعده ͳیعن) نیتزی لایب

نویسیم: ͳم بنابراین کنیم. پیدا دست برداری میدان Έی هموردای

∇iY = ∇i(Y
jej) = (∇iY

j)ej + Y j∇iej . (٣٢)

١٨



نتیجه در است. ͳمعمول مشتق Έی آن هموردای مشتق دیدیم که طور همان و است اسالر تابع Έی Y j که کنیم ͳم استفاده این از حال

به Έنزدی نقطه دو در ej بردار بین تفاوت واق΄ در مشتق این آید. ͳم دست به چΎونه و چیست ∇iej که است این تر مهم اما .∇iY
j = Y j

,i

خمیده سط بر ͳکل طور به هم به Έنزدی نقطه دو در بردار دو این تفاوت واق΄ در است. شده تصویر خمیده سط بر که است ei بردارِ امتداد در هم

است ͳهمان شده مماس تصویر این شود. مماس خمینه سط بر تا کنیم تصویر خمیده سط روی را تفاوت این توانیم ͳم همواره اما نیست مماس

بنویسیم: زیر صورت به را بسط این توانیم ͳم و دارد نقطه این مماس بردارهای حسب بر ͳبسط حتما بردار این دهیم. ͳم نشان ∇iej با را آن ما که

∇iej = Γk
ijek. (٣٣)

شوند: ͳم تعیین زیر صورت به کریستوفل نمادهای واق΄ در کند. ͳم تعریف Γk
ij صورت به را ١٩ کریستوفل نمادهای واق΄ در رابطه این

Γk
ij = ek · ∇iej . (٣۴)

با: شود ͳم برابر برداری میدان هموردای مشتق ترتیب این به

∇iY = (∂iY
j)ej + Y jΓk

ijek, (٣۵)

ها اندیس نام تغییر از پس یا و

∇iY = (∂iY
k)ek + Y jΓk

ijek = (Y k
,i + Γk

ijY
j)ek. (٣۶)

نویسیم: ͳم زیر شل به را رابطه این خلاصه نمادگذاری با

Y k
;i = Y k

,i + Γk
ijY

j . (٣٧)

مماس فضاهای بین ٢٠ همبندی یا اتصال Έی ایم توانسته ما ترتیب این به است. رفته کار به ∇iY
k از ای خلاصه عنوان به Y k

;i نماد اینجا در

کنیم. ایجاد خمینه Έی نقاط بین

کریستوفل علایم ببرید. کار به را (r, θ) قطبی مختصات دیΎر بار و (x, y) ͳدکارت مختصات بار Έی R2 دوبعدی سط برای تمرین: n

کنید. محاسبه (r, θ) مختصات برای دیΎر بار و (x, y) مختصات برای بار Έی را
Christofell Symbols١٩

Connection٢٠

١٩



کریستوفل نمادهای ∇iej = Γk
ijek تعریف از استفاده با سپس آورید. بدست را eϕ و eθ بردارهای دوبعدی کره سط روی تمرین: n

مثال عنوان به کنید. محاسبه را

∇θeθ = Γθ
θ,θeθ + Γϕ

θ,θeϕ. (٣٨)

کنید. تصویر کره سط بر را آن سپس و کنید محاسبه را eθ مشتق بایست ͳم ∇θeθ محاسبه برای که باشید داشته یاد به

نشان واق΄ در مختصه دو این ببرید. کار به ͳموضع مختصات عنوان به را θ2 و θ1 ی مختصه دو توانید ͳم چنبره سط روی تمرین: n

.(١٠) شل کنند، ͳم تعریف را چنبره که هستند ای دایره دو در شده ͳط زوایای دهنده

θ1

θ2

e1

e2

آن. بر مماس بردارهای و چنبره Έی :١٠ شل

کنید. محاسبه را کریستوفل نمادهای ∇iej = Γk
ijek تعریف از استفاده با سپس آورید. بدست را eθ2 و eθ1 بردارهای

از آوریم بدست را آنها تبدیل اینکه برای نیست. سه رتبه تانسور Έی مثل آنها تبدیل اما هستند، اندیس سه دارای کریستوفل علایم آنکه وجود با

ی رابطه

ei · ej = δij (٣٩)

٢٠



آوریم: ͳم بدست (٣٣) رابطه به توجه با و کنیم ͳم استفاده

Γk
ij = ek · ∂

∂ui
ej . (۴٠)

آوریم: ͳم بدست محاسبه ͳکم با دانیم، ͳم را پایه بردارهای همه تبدیل که آنجا از

Γk′

i′,j′ = ek
′
· ∂

∂ui′
ej′ =

∂uk
′

∂uk
ek · ∂

∂ui′
(
∂uj

∂uj′
ej) =

∂uk
′

∂uk
ek ·

[ ∂2uj

∂ui′∂uj′
ej +

∂uj

∂uj′
∂ej
∂ui′

]
(۴١)

به شود ͳم تبدیل بالا رابطه ek · ej = δkj به توجه با

Γk′

i′,j′ =
∂uk

′

∂uk
∂2uk

∂ui′∂uj′
+
∂uk

′

∂uk
∂uj

∂uj′
ek · ∂ej

∂ui′
=
∂uk

′

∂uk
∂2uk

∂ui′∂uj′
+
∂uk

′

∂uk
∂uj

∂uj′
ek · ( ∂u

i

∂ui′
∂ej
∂ui

) (۴٢)

رسیم: ͳم زیر نتیجه به Γk
ij = ek · ∂iej تعریف از استفاده با نیز مرحله آخرین در و

Γk′

i′,j′ =
∂uk

′

∂uk
∂2uk

∂ui′∂uj′
+
∂uk

′

∂uk
∂uj

∂uj′
∂ui

∂ui′
Γk

ij . (۴٣)

کریستوفل علایم که دهد ͳم نشان جمله این اما شد، ͳم تانسور Έی مثل نیز کریستوفل علایم تبدیل داشتیم، ͳنم را اول جمله اگر راست طرف در

رتبه تانسور Έی ͳول دارند اندیس دو اینکه وجود با نیز Y k
,i ≡ ∂iY

k ͳیعن بردار Έی ͳمعمول های مشتق چنین هم نیستند. سه رتبه تانسور Έی

است: چنین آنها تبدیل واق΄ در نیستند. دو

∂Y k′

∂ui′
= (

∂ui

∂ui′
∂

∂ui
)(
∂uk

′

∂uk
Y k)

=
∂ui

∂ui′
∂2uk

′

∂ui∂uk
Y k +

∂ui

∂ui′
∂uk

′

∂uk
∂Y k

∂ui
(۴۴)

است. تانسور Έی ∇iY
k ͳنیستند، ول تانسور کدام هیچ ∂iY k های مولفه و Γk

ij علایم چه اگر که دهید نشان تمرین: n

حاصل از ساده تانسور Έی کنیم. محاسبه نیز را ها تانسور هموردای مشتق توانیم ͳم ͳبراحت ایم کرده تعریف را بردارها هموردای مشتق که حال

با: است برابر تانسوری چنین هموردای مشتق شود. ͳم حاصل بردار دو ضرب

(XiY j);m = Xi
;mY

j +XiY j
;m = Y j(Xi

,m + Γi
m,lX

l) +Xi(Y j
,m + Γj

m,lY
l) (۴۵)

بنابراین بردارهاست، ضرب حاصل از ͳمجموع دلخواه دوی رتبه تانسور Έی

Rij
;m = Rij

,m + Γi
m,lR

lj + Γj
m,lR

il. (۴۶)

٢١



با اسالر میدان Έی هموردای مشتق که کنیم ͳم توجه نکته این به آوریم. بدست را هم‐بردار Έی هموردای مشتق توانیم ͳم نیز روش همین به

ͳیعن است، یسان آن ͳمعمول مشتق

(Xiωi);m = (Xiωi),m. (۴٧)

صورت به چپ و راست طرف بسط با

(Xi);mωi +Xiωi;m = Xi
,mωi +Xiωi,m (۴٨)

داریم (Xi);m برای که ͳعبارت از استفاده سپس و

(Xi
,m + Γi

m,lX
l)ωi +Xi(ωi;m) = Xi

,mωi +Xiωi,m (۴٩)

رسیم. ͳم زیر رابطه به طرف دو کردن ساده و

Γi
m,lX

lωi +Xi(ωi;m) = Xiωi,m (۵٠)

رسیم: ͳم زیر نهایی نتیجه به است، درست X بردار هر برای تساوی این که آنجا از

ωi;m = ωi,m − Γl
m,iωl. (۵١)

توانیم ͳم داریم، ضرب) حاصل مشتق قانون ͳیعن) نتیز لایب قانون اعمال و بردارها هموردای مشتق برای که ای رابطه و رابطه این از استفاده با

مثال عنوان به آوریم. دست به ای رتبه هر با را تانسوری هر هموردای مشتق

∇kΩij = ∂kΩij − Γm
kiΩmj − Γm

kjΩim (۵٢)

یا

∇kT
i
j = ∂kT

i
j + Γi

kmT
m

j − Γm
kjT

i
m (۵٣)
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موازی انتقال ۵

فضای Έی یا تخت صفحه Έی در بردار Έی موازی انتقال است. همبسته ٢١ موازی انتقال نام به دیΎر مهم مفهوم Έی با هموردا مشتق مفهوم

انتقال (١١) شل راست سمت دهیم. حرکت ͳمنحن Έی امتداد در دهیم تغییر را آن جهت آنکه بدون را بردار Έی که است این معنای به ͳدکارت

مولفه است. ساده ͳخیل موازی انتقال این است. یافته موازی انتقال ͳمنحن Έی امتداد در که دهد ͳم نشان بعدی دو صفحه در را بردار Έی موازی

شل همان چپ سمت در دهیم. ͳم حرکت شده داده ͳمنحن امتداد در دارد وجود که صلبی شل همان به را بردار و دهیم ͳنم تغییر را بردار های

امتداد در بردار Έی موازی انتقال که بفهمیم خواهیم ͳم است. یافته موازی انتقال ͳمنحن Έی امتداد در و کره روی که شده داده نشان بردار Έی

شود. ͳم تعریف صورت چه به و معناست چه به دیΎر خمیده سط Έی یا کره روی ͳمنحن Έی

بΎیریم. نظر در (u1 + ϵ1, u2 + ϵ2) و (u1, u2) مختصات با را هم به Έنزدی نقطه دو رویم. ͳم پیش زیر ترتیب به موازی انتقال فهم برای

Y

Y∥

Y
Y∥

روی بردار Έی موازی انتقال چپ: سمت شل بعدی، دو صفحه روی ͳمنحن Έی امتداد در بردار Έی موازی انتقال راست: سمت :١١ شل

کره.

اول نقطه در پایه بردارهای همان ei از منظور بعدی های رابطه ͳتمام و رابطه این در گیریم. ͳم نظر در اول نقطه در را Y = Y iei بردار حال

Parallel Transport٢١
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این هست. نیز ͳدکارت فضای در بعدی سه بردار Έی است، سط بر مماس بردار Έی که حال عین در بردار این .ei = ei(u
1, u2) ͳیعن است

از هیچدام بعدی سه بردار Έی عنوان به نتیجه در کنیم. ͳم منتقل جدید نقطه به و داده انتقال خودش موازات به بعدی سه فضای در را بردار

سط بر مماس دیΎر بردار این جدید ی نقطه این در اما شود. ͳم منتقل دوم نقطه به اول نقطه از صلب صورت به و کنند ͳنم تغییر هایش مولفه

که این برای خوانیم. ͳم جدید نقطه این به Y بردار موازی انتقال را آن که آید ͳم دست به برداری کنیم، مماس سط بر را آن اگر بود. نخواهد

داشت: خواهیم نتیجه در کنیم. ضرب ei(u1 + ϵ1, u2 + ϵ2) در را Y بردار بایست ͳم کنیم حساب را جدید بردار این ام̮ i مولفه

Y∥
i = ei(u1 + ϵ1, u2 + ϵ2) ·Y =

[
ei + ϵj∂je

i
]
·Y (۵۴)

رسیم: ͳم زیر رابطه به ei · ej = δij از استفاده و Y = Y mem دادن قرار با

Y∥
i = Y i + ϵj∂je

i · (Y mem) (۵۵)

به شود ͳم تبدیل بالا رابطه بنابراین ∂jei · em = −Γi
jm که دانیم ͳم اما

Y∥
i = Y i − ϵjΓi

jmY
m. (۵۶)

Y و (u1 + ϵX1, u2 + ϵX2) نقطه در Y بردار تفاوت جز نیست چیزی واق΄ در X بردار Έی امتداد در Y برداری میدان Έی هموردای مشتق

است: چنین مشتق این ͳریاض عبارت به است. یافته موازی انتقال (u1 + ϵX1, u2 + ϵX2) نقطه به که (u1, u2) نقطه در

∇XY = lim
ϵ−→0

Y(u1 + ϵX1, u2 + ϵX2)−Y∥(u
1, u2)

ϵ
(۵٧)

ها مولفه حسب بر یا و

∇XY
i = lim

ϵ−→0

Y i(u1 + ϵX1, u2 + ϵX2)− Y i
∥ (u

1, u2)

ϵ

= lim
ϵ−→0

Y i(u1 + ϵX1, u2 + ϵX2)− Y i(u1, u2) + Γi
jmϵX

jY m

ϵ

= Xj(Y i
,j + Γi

jmY
m). (۵٨)

دادن قرار با کنیم. تعریف نیز را بردارها هم‐ موازی انتقال توانیم ͳم بردارها موازی انتقال تعریف از پس

ϵ∇Xωi = ωi(u
1 + ϵX1, u2 + ϵX2)− ω∥i(u

1, u2)

آوریم: ͳم بدست ∇Xωi = Xm(ωi,m − Γk
imωk) رابطه از استفاده و

ω∥i = ωi + Γk
imX

mωk. (۵٩)

٢۴



کنیم: تعریف نیز را آنها هموردای مشتق توانیم ͳم هم‐بردارها موازی انتقال تعریف با

ωi;m = ωi,m − Γk
imωk. (۶٠)

ͳریمان هندسه و Έمتری ۶

ͳزندگ سط این روی که ای دوبعدی موجود ایم. کرده تعریف را آن بر مماس بردارهای و آن روی ͳموضع مختصات و سط Έی فقط کنون تا

و ندارد نیز بردار دو ͳداخل ضرب از تصوری موجود این کند. مقایسه هم با را آنها تواند ͳنم و ندارد ها زاویه و ها طول از تصوری هنوز کند ͳم

ͳنم زیرا ندارد، نیز انحنا از تصوری هنوز طبیعتاً است. چقدر آنها بین زاویه اینکه یا خیر یا هستند موازی سط بر مماس بردار دو آیا که داند ͳنم

از یا است درجه ١٨٠ با مساوی مثلث Έی زوایای مجموع که کند تعیین تواند ͳنم و نه یا هستند موازی هم با خط دو آیا که کند مشخص تواند

دو ͳداخل ضرب کند. تعریف را مماس بردار دو ͳداخل ضرب بایست ͳم دهد پاس ͳسوالات چنین به بتواند اینکه برای است. کمتر یا بیشتر آن

فضای برای باشد. ͳمعین های خاصیت دارای که ای گونه به شود ͳم داده نسبت برداری فضای Έی از بردار دو به که است عددی ͳکمیت نیز بردار

این که کنیم ͳم تقاضا دیΎری ͳداخل ضرب هر مثل و دهیم ͳم نشان g : TpM × TpM −→ R نگاشت با را ͳداخل ضرب این TpM مماس

آنچه تر دقیق طور به باشد. متقارن ͳداخل ضرب این که کنیم ͳم تقاضا این بر علاوه باشد. ͳخط هایش مولفه از کدام هر به نسبت ͳداخل ضرب

است: این خواهیم ͳم که

g(αX + Y, Z) = αg(X,Z) + g(Y, Z), α ∈ R, X, Y ∈ Tp(M)

g(X,Y ) = g(Y,X)

if g(X,Y ) = 0 ∀Y −→ X = 0. (۶١)

Έی معمولا است. صفر خودش حتما باشد، صفر با برابر دیΎر بردارهای همه با اش ͳداخل ضرب که برداری هر که کند ͳم بیان آخر خاصیت

اینکه آن و کنیم ͳم اضافه هم را دیΎر خاصیت

g(X,X) ≥ 0. (۶٢)
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Έی به که ای خمینه نامیم. ٢٢ ͳریمان Έمتری را آن باشد داشته نیز را آخری خاصیت این کنیم ͳم تعریف خمینه روی که ای ͳداخل ضرب هرگاه

Έمتری را ͳمتری چنین نیست. ͳخاصیت چنین دارای Έمتری عام نسبیت در شود. ͳم نامیده ͳریمان خمینه Έی باشد، شده مجهز ͳریمان Έمتری

داشتن دست در با که چرا کنیم، تعریف پایه بردارهای برای را ͳداخل ضرب است ͳکاف که دهند ͳم نشان ها خاصیت این نامیم. ͳم ٢٣ ͳریمان شبه

دهیم: قرار هرگاه بنابراین کنیم. تعیین را برداری دو هر ͳداخل ضرب توانیم ͳم پایه بردارهای ͳداخل ضرب

g(ei, ej) = gij (۶٣)

برای موارد از بسیاری در ایم. کرده تعریف سط روی Έمتری Έی گوییم ͳم باشد، پذیر وارون و متقارن ماتریس Έی های مولفه gij آن در که

داریم: بنابراین کنیم. ͳم استفاده g(X,Y) جای به X ·Y نماد از ͳسادگ

X ·Y = gijX
iY j (۶۴)

ͳمتفاوت های Έمتری توان ͳم سط Έی روی که کنید دقت است. gij تانسور یا ماتریس همان منظورمان کنیم ͳم Έمتری از صحبت ͳوقت معمولا

شود. ͳم سط آن خصوصیات تغییر باعث کنیم تعریف که ͳمتری هر و کرد تعریف را

هستند. پذیر وارون ماتریس Έی های مولفه ها gij که بΎیرید نتیجه Έمتری برای شده قید های خاصیت از تمرین: n

است. تانسور Έی gij Έمتری که دهید نشان تمرین: n

کنیم: تعریف بالا های اندیس با و زیر صورت به را آن وارون توانیم ͳم است پذیر وارون Έمتری که آنجا از

gijgjl = δil (۶۵)

کنیم: تعریف ͳسادگ به را ei بردارهای توانیم ͳم Έمتری داشتن با

ei := gijej (۶۶)

که شود ͳم معلوم ͳبراحت

ei · ej = δij (۶٧)

Riemannian Metric٢٢

Pseudo-Riemannian Metric٢٣
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بنویسیم: توانیم ͳم بنابراین ببریم. پایین یا بالا را تانسورها های اندیس توانیم ͳم Έمتری داشتن با

Xi = gijXj , Xi = gijX
j . (۶٨)

بردار این گیریم. ͳم نظر در کند ͳم متصل هم به را (u1 + du1, u2 + du2) و (u1, u2) ی نقطه دو که را Έکوچ نهایت بی بردار Έی حال

است: چنین

ds = duiei (۶٩)

آید: ͳم بدست زیر رابطه از Έکوچ نهایت بی بردار این طول گیریم. ͳم نظر در

ds2 = gijdu
iduj . (٧٠)

محاسبه صورت چه به Έکوچ ͳخیل ͳمنحن Έی طول کنیم ͳم بیان که معنا این به کنیم ͳم ͳمعرف صورت همین به را Έمتری همواره بعد به این از

مختصات در بعدی سه فضای Έمتری مثال عنوان به کند. ͳم ͳمعرف را Έمتری نویسیم ͳم ͳمنحن این طول برای که دویی درجه عبارت شود. ͳم

است: زیر صورت به ترتیب به کروی مختصات چنین هم و ͳدکارت

ds2 = dx2 + dy2 + dz2

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2. (٧١)

ͳمنحن Έی طول

γ(t) = (u1(t), u2(t)), t = 0 · · · 1

شود: ͳم محاسبه زیر صورت به

L(γ) :=

∫ 1

0

ds =

∫ 1

0

√
gijduiduj =

∫ 1

0

√
gij u̇iu̇jdt. (٧٢)

کند ͳم پیدا ادامه θ = 60 زاویه تا و شده شروع شمال قطب از که را النهار نصف ͳمنحن Έی طول دوبعدی کره روی الف‐ تمرین: n

کنید. حساب

کنید. حساب t = 1 تا t = 0 از شود ͳم مشخص θ = t, ϕ = t معادله با که را ͳمنحن Έی طول دوبعدی کره روی ب‐

کنید. حساب را eϕ و eθ مماس بردارهای طول دوبعدی کره روی پ:

ds2 = از: است عبارت کره روی Έمتری (θ, ϕ) ͳموضع مختصات با بΎیرید. نظر در Έی شعاع به بعدی دو کره Έی تمرین: n

شود؟ ͳم نوشته ͳصورت چه به Έمتری این (XN , YN ) ،Έاستریوگرافی مختصات حسب بر .dθ2 + sin2 θdϕ2

٢٧



القایی Έمتری ١ . ۶

را خمینه ͳهندس خصوصیات Έمتری دید، خواهیم چنانکه کرد. تعریف را ͳمتفاوت های Έمتری توان ͳم خمینه Έی روی گفتیم که همانطور

Έمتری Έی کنیم)، ͳم ور غوطه ͳدکارت فضای در را خمینه Έی تر ͳکل حالت در (یا بعدی سه فضای در را سط Έی که ͳوقت کند. ͳم تعیین

بردار دو که شود ͳم تعریف صورت این به Έمتری این شهودی نظر از شود. ͳم القا سط روی ͳدکارت فضای از که است ͳمتری یتا و مشخص

خمینه روی بردارهای ͳداخل ضرب عنوان به را ͳاقلیدس یا ͳدکارت ضرب همان و گیریم ͳم نظر در ͳدکارت فضای در بردارهایی عنوان به را مماس

به بردار Έی با خمینه روی نقطه هر نتیجه در و (u1, u2 · · ·un) از اند عبارت خمینه روی ͳموضع مختصات که کنید فرض گیریم. ͳم نظر در

شود: ͳم تعریف زیر صورت

r(u) = Xix̂i (٧٣)

داشت: خواهیم صورت این در هستند. xi · xj = δi,j خاصیت با ͳدکارت فضای یه بردارهای ها xi آن در که

gmn = em · en ≡ ∂r

∂um
· ∂r

∂un
=
∂Xi

∂um
x̂i ·

∂Xj

∂un
x̂j =

∂Xi

∂um
∂Xj

∂un
x̂i · x̂j , (٧۴)

یا و

gmn =
∂Xi

∂um
∂Xi

∂un
. (٧۵)

نامند. ͳم ٢۴ القایی Έمتری را Έمتری این

که دانیم ͳم Έی شعاع به بعدی دو کره در دوبعدی. کره روی القایی Έمتری مثال: n

r = sin θ cosϕ x̂+ sin θ sinϕ ŷ + cos θ ẑ. (٧۶)

نتیجه در و

eθ = cos θ cosϕ x̂+ cos θ sinϕ ŷ − sin θ ẑ

Induced Metric٢۴
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eϕ = − sin θ sinϕ x̂+ sin θ cosϕ ŷ. (٧٧)

آوریم: ͳم بدست (٧۴) رابطه به توجه با بنابراین

gθθ = eθ · eθ = 1,

gθϕ = eθ · eϕ = 0,

gϕϕ = eϕ · eϕ = sin2 θ, (٧٨)

است: زیر رابطه معنای به که

ds2 = dθ2 + sin2 θdϕ2. (٧٩)

Έمتری با سازگار همبندی ٢ . ۶

را همبندی این که است این واقعاً هم اش دلیل آید. ͳم یتا نظر به که ایم کرده تعریف چنان را کریستوفل علایم همان یا همبندی کنون تا ما

که است ͳکاف و شود تعریف صورت این به همبندی که ندارد ͳلزوم ͳکل حالت در ایم. کرده تعریف ͳدکارت فضای در خمینه نشاندن به توجه با

یا هبمندی ͳکل حالت در بسپاریم یاد به که است ͳکاف فعلا دهیم. ͳم انجام درس انتهای در را کار این باشد. داشته را ͳمعین خواص همبندی

است. ٢۵ Έمتری با سازگار همبندی آن و کنیم ͳم توجه است اهمیت دارای که خاص همبندی Έی به بخش این در نیستند. یتا کریستوفل علایم

باشد: برقرار زیر شرط که خواهیم ͳم بهتر عبارت به باشد. صفر با برابر Έمتری هموردای مشتق که است این ای همبندی چنین از منظور

gij;m = 0 (٨٠)

به خاصیت این کند. ͳنم تغییر موازی انتقال اثر در پایه بردارهای ͳداخل ضرب که معناست این به خاصیت این gij = ei ·ej دانیم ͳم که آنجا از

نویسیم: ͳم تانسورها برای هموردا مشتق قاعده به توجه با کار،  این برای آوریم. بدست Έمتری حسب بر را کریستوفل علائم که دهد ͳم اجازه ما

gij,m − Γl
imglj − Γl

mjgil = 0 (٨١)

Έمتری حسب بر را کریستوفل علایم و کنیم وارونه را رابطه این توانیم ͳم اما است. شده نوشته کریستوفل علایم حسب بر Έمتری رابطه این در

نویسیم: ͳم زیر های شل به ها اندیس از ͳشتΎجای با را بالا رابطه کار این برای بنویسیم.

Metric-Compatible Connection٢۵
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gij,m = Γjim + Γimj,

gim,j = Γmij + Γijm,

gmj,i = Γjmi + Γmij. (٨٢)

روابط ͳیعن کریستوفل علایم تقارن چنین هم و Έمتری تقارن از حال

gij = gji Γkij = Γkji

رسیم: ͳم زیر رابطه به و کنیم ͳم استفاده

gij,m − gim,j − gmj,i = −2Γmij (٨٣)

کردن مرتب از پس یا و

Γmij =
1

2

[
gmi,j + gmj,i − gij,m

]
. (٨۴)

رسیم: ͳم زیر رابطه به طرف دو در ها اندیس بالابردن با

Γm
ij =

1

2
gmk

[
gki,j + gkj,i − gij,k

]
(٨۵)

کنید. حساب بعدی دو کره سط برای را کریستوفل علایم بالا رابطه از استفاده با الف: تمرین: n

کنید. حساب دوبعدی چنبره سط برای را کریستوفل علایم چنین هم ب:

است: زیر صورت به ͳاقلیدس Έمتری (x, y) ͳیعن ͳدکارت ͳموضع مختصات با و دوبعدی صفحه در الف: تمرین: n

ds2 = dx2 + dy2. (٨۶)

هستند. صفر با برابر آنها همه که دهید نشان و کنید حساب را کریستوفل علائم Έمتری این برای

کنید. حساب را کریستوفل علائم و ببرید کار به (r, θ) قطبی مختصات صفحه همان برای حال ب‐

دیΎر مختصات در که نیست معنا این به باشند، صفر مختصات Έی در اگر بنابراین و نیستند تانسوری کریستوفل علائم که دانیم ͳم پ‐

٣٠



ͳنتایج با آوردید بدست الف در که ͳنتایج که دهید نشان و کنید استفاده کریستوفل علائم های مولفه تبدیل رابطه از بود. خواهند صفر نیز

سازگارند. آوردید بدست ب در که

کنید. حساب بعدی دو کره سط برای را کریستوفل علایم بالا رابطه از استفاده با

کنید. حساب دوبعدی چنبره سط برای را کریستوفل علایم چنین هم ب:

ژئودزی های ͳمنحن ٧

فضای در راست خط که ببینیم باید کار این برای دهیم. تعمیم خمیده فضاهای به ͳاقلیدس فضای از را راست خط مفهوم خواهیم ͳم بخش این در

خط دیΎر خمیده فضاهای در را تعمیم این نتیجه کنیم. ͳم استفاده تعمیم این برای Έکم ها ͳویژگ این از سپس دارد. ای ͳویژگ چه ͳاقلیدس

شناسیم: ͳم ͳویژگ دو راست خط برای نامیم. ͳم ٢۶ ژئودزی ͳمنحن را آن بله نامیم ͳنم راست

بردار از اگر دیΎر عبارت به هستند. همراستا هم با مختلف نقاط در ͳمنحن بر مماس بردارهای اگر که است خاصیت این دارای راست خط : Έی

با تنها مماس بردارهای این که کنید دقت همراستاست. مماس بردار با بازهم حاصل بΎیریم، مشتق راست خط خودِ راستای در ͳمنحن بر مماس

باشند. مساوی هم با که این نه هستند همراستا هم

است. نقطه دو بین خط ترین کوتاه راست خط : دو

است: چنین راست خط از پارامتربندی Έی ͳاقلیدس فضای در کنیم. ͳم توجه Έی ͳویژگ به نخست

x = αt+ x0 y = βt+ y0, z = γt+ z0 (٨٧)

خط این بر مماس بردار کند. ͳم عبور (x0, y0, z0) نقطه از v = (α, β, γ) بردار امتداد در که دهد ͳم نشان را ͳراست خط ͳپارامت معادلات این

از: است عبارت نقطه هر در

v = (ẋ, ẏ, ż) = (α, β, γ)

Geodesic Curve٢۶
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البته کند. ͳم متمایز ͳمنحن Έی از را راست خط که است چیزی ͳویژگ این ندارد. t پارامتر به ͳبستگ و است ثابت بردار Έی مماس بردار این .

با: شد خواهد برابر نقطه هر در ͳمنحن بر مماس بردار t = τ2 پارامتر تغییر با که چرا است، عجولانه ͳکم گیری نتیجه این

u = (
dx

dτ
,
d

yτ
,
dz

dτ
) = (2ατ, 2βτ, 2γτ),

نوع هر دیΎر عبارت به هستند. همراستا هم با راست خط مختلط نقاط در ها بردار این که است این مهم اما نیست. ثابت بردار Έی دیΎر که

که است این اش نتیجه ببریم کار به راست خط این برای که بندی پارامتر

du

dτ
∝ u. (٨٨)

توصیف برای را تعریف همین دهیم. اش تعمیم باید که است ای ͳویژگ آن این است. مماس بردار با موازی ای نقطه هر در مماس بردار مشتق ͳیعن

عبارت ͳمنحن این بر مماس بردار گیریم. ͳم نظر در γ(t) = (uµ(t)) معادله با ͳمنحن Έی بریم. ͳم کار به نیز خمیده فضای Έی در راست خط

از: است

vµ(t) = ẋµ ≡ dxµ

dt
. (٨٩)

شود: ͳم محاسبه زیر صورت به شود، ͳم تعریف vµ مماس̥ بردار همان با که ͳمنحن امتداد در بردار این مشتق

vµvα;µ = ẋµ(vα,µ + Γα
µβv

β) = ẍα + Γα
µβ ẋ

µẋβ (٩٠)

است: چنین ژئودزی یا راست خط معادله بنابراین

vµvα;µ = λvα (٩١)

یا و

ẍα + Γα
µβ ẋ

µẋβ = λẋα. (٩٢)

نامیم. ͳم ٢٧ آفین پارامتر را پارامتری چنین کند. صفر با برابر را λ ضریب که دارد وجود ͳمنحن از پارامتربندی Έی همواره که داد نشان توان ͳم

است: زیر صورت به آفین پارامتربندی در ژئودزی معادله بنابراین

ẍα + Γα
µβ ẋ

µẋβ = 0. (٩٣)

Affine Parameter٢٧
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تعریف چΎونه را راست خط بعدی سه فضای در یا سط Έی روی در دهیم. ͳم تعمیم خمیده فضای به را آن و کنیم ͳم توجه دوم ͳویژگ به حال

کار به خمیده فضاهای روی راست خط برای نیز را تعریف همین است. نقطه دو بین مسیر ترین کوتاه راست خط که است این پاس کنیم؟ ͳم

ژئودزی ͳمنحن یا خط Έی بنابراین نامیم. ͳم ژئودزی خطوط را آنها و کنیم ͳم انتخاب فضاها این در راست خط برای دیΎری نام البته و بریم ͳم

Έکوچ تغییرات به نسبت ͳمنحن این طول وردش کند، ͳم وصل هم به را معین نقطه دو که هایی ͳمنحن ͳتمام بین از که است خاصیت این دارای

هایی قسمت کره روی ژئودزی های ͳمنحن کنید. امتحان کره روی های ͳمنحن برای را موضوع این توانید ͳم شهودی طور به است. صفر با برابر

آید: ͳم بدست زیر صورت به ͳمنحن Έی طول که دانیم ͳم ͳکل حالت در هستند. عظیمه های دایره از

S(γ) =

∫ 1

0

ds =

∫ 1

0

√
gmn(u)u̇mu̇ndt =

∫ 1

0

L[u(t), u̇(t)]dt, (٩۴)

آن در که

L[u(t), u̇(t)] =
√
gmn(u)u̇mu̇n.

ندارد. ͳنقش آید ͳم پی در که ͳاثبات در موضوع این چه اگر کنیم اختیار Έی و صفر بین را ͳمنحن برای t پارامتر توانیم ͳم همواره که کنید دقت

η(t) از اول درجه تا که معناست این به باشد صفر با برابر ژئودزی اطراف در Έکوچ تغییرات به نسبت S ͳیعن ͳمنحن طول وردش که این معنای

باشیم: داشته

∫ 1

0

L[u(t) + η(t), u̇(t) + η̇(t)]− L[u(t), u̇(t)]dt = 0 (٩۵)

که: معناست این به تقاضا این که دانیم ͳم ها وردش حساب از

d

dt
(
∂L
∂u̇m

)− ∂L
∂um

= 0, ∀ m. (٩۶)

ͳم انجام L = L2 = gmn(u)u̇mu̇n برای را محاسبه فعلا بنابراین کند. سخت را محاسبات ͳکم L عبارت در رادیال وجود است ممن

دهیم: ͳم قرار فعلا بنابراین گرفت. خواهیم یاد تمرین Έی قالب در شود ͳم ایجاد که را ͳتفاوت بعد ͳکم دهیم.

L =
1

2
gmn(u)u̇mu̇n. (٩٧)

که دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی

∂L

∂u̇m
= gmnu̇

n (٩٨)
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و

∂L

∂um
=

1

2
gkl,mu̇

ku̇l (٩٩)

آید: ͳم در زیر صورت به (٩۶) معادله نتیجه در

d

dt
(gmnu̇

n) =
1

2
gkl,mu̇

ku̇l (١٠٠)

یا و

gmn,ku̇
ku̇n + gmnü

n =
1

2
gkl,mu̇

ku̇l (١٠١)

نویسیم: ͳم و کنیم ͳم متقارن نیز را Έمتری های اندیس است، متقارن (k, n) های اندیس تعویض به نسبت u̇ku̇n چپ طرف در که آنجا از

1

2
gmn,ku̇

ku̇n +
1

2
gmk,nu̇

ku̇n + gmnü
n =

1

2
gkl,mu̇

ku̇l (١٠٢)

که: یابیم ͳم در Έمتری و کریستوفل علایم رابطه به توجه با چنین هم و آنها کردن مرتب و جملات جابجایی با اما

üm + Γm
i,j u̇

iu̇j = 0 (١٠٣)

دهد. ͳم بدست آفین بندی پارامتر با را نقطه دو بین ͳمنحن ترین کوتاه اصطلاح به یا ژئودزی Έی نهایی معادله رابطه این

رسیم: ͳم زیر معادله به کنیم، استفاده وردش معادله در L =
√
L از L جای به اگر که دهید نشان الف: تمرین: n

d

dt
(
∂L

∂u̇m
)− ∂L

∂um
=

1

2
L̇L−1 ∂L

∂ẋm
, ∀ m. (١٠۴)

شده صفر با برابر ͳمنحن این دوم طرف آنگاه باشد، ͳثابت مقدار L آن در که باشد چنان ͳمنحن پارامتربندی اگر که دهد ͳم نشان رابطه این

یابیم ͳم در کنیم توجه L = gmn
dxm

dt
dxn

dt تعریف به اگر اما شد. خواهد آفین پارامتربندی در ژئودزی معادله همان به تبدیل معادله این و

آفین پارامتر پارامتری چنین ͳیعن شد. خواهد صفر با برابر آن مشتق و داشت خواهد ͳثابت مقدار L آنگاه باشد، ds با متناسب dt هرگاه که

است.
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داریم: شود ͳم القا آن روی بعدی سه فضای از که ͳمتری با و R شعاع به کره Έی برای الف: تمرین: n

L =
1

2

(
R2θ̇2 +R2 sin2 θϕ̇2

)
(١٠۵)

هر برای کریستوفل علایم آوردن بدست برای ساده راه Έی راه این بخوانید. را کریستوفل علایم آن روی از و بنویسید را (٩۶) معادله

است. ای خمینه

موضوع این کره تقارن به توجه با است. ژئودزی ͳمنحن Έی گذرد ͳم جنوب و شمال قطب از که عظیمه دایره Έی که دهید نشان ب:

است. ژئودزی ͳمنحن Έی کره سط روی ای عظیمه دایره هر که دهد ͳم نشان

ریمان تانسور و انحنا ٨

Έی سط Έی انحنای که کنیم توجه باید نخست کنیم. مشخص را خمینه Έی انحنای ͳکل طور به یا سط Έی انحنای میزان توانیم ͳم چΎونه

نقطه Έی ͳΎهمسای در و تخت کاملا نقطه Έی ͳΎهمسای در است ممن سط Έی کند. تغییر نقطه به نقطه تواند ͳم که است ͳموضع کمیت

ͳانحنان توانند ͳنم کریستوفل علایم یا Έمتری مثل هایی کمیت از کدام هیچ که کنیم توجه باید چنین هم باشد. زیاد ͳخیل انحنای دارای دیΎر

که دارد ͳمتری کنیم ͳم انتخاب آن برای را (r, θ) قطبی مختصات که ͳوقت ͳاقلیدس بعدی دو صاف سط کنند. مشخص را خمینه یا سط Έی

انحنای میزان بتوانیم آنکه برای است. صاف کاملا سط این که دانیم ͳم وجود این با نیستند،  صفر با برابر نیز آن کریستوفل عناصر و نیست ثابت

بردارها موازی انتقال راه از شهودی احساس این کنیم. ͳریاض رابطه Έی به تبدیل را خود شهودی احساس بایست ͳم کنیم مشخص را سط Έی

حاصل ͳیعن است. یسان نتیجه دهیم موازی انتقال نقطه Έی به متفاوت مسیر دو از را بردار Έی اگر تخت صفحه Έی روی شود. ͳم حاصل

که چه هر واق΄ در و نیست یسان مسیر دو این روی موازی انتقال حاصل کره مثل خمیده سط Έی روی اما ندارد. مسیر به ͳربط موازی انتقال

نشان خوبی به را تفاوت این ٢٨ (١٢) شل داشت. خواهد وجود شده داده موازی انتقال بردارهای در بیشتری تفاوت باشد بیشتر سط انحنای

بود. خواهد بیشتر نیز بردار دو این تفاوت باشد، تر بزرگ موازی مسیر دو بین محصور سط که چه هر چنین هم دهد. ͳم

This figure is taken from: https://physics.stackexchange.com/questions/590244/what-is-the-drawing-scheme-of-the-parallel-transport-٢٨

of-a-vector

٣۵



کره. روی متفاوت مسیر دو از بردار Έی موازی انتقال :١٢ شل

که است این مفهوم این دیΎر معنای دادیم، توضیح ها بردار هموردای مشتق با موازی انتقال ای رابطه باره در (۵) بخش در که آنچه به توجه با

ها فرم برای را استدلال که کند ͳنم ͳفرق متفاوت. جهت دو در هم‐بردارها یا بردارها هموردای های مشتق نشدن جابجا به است مربوط انحنا

داریم: λ = λae
a فرم Έی برای نویسیم. ͳم ها فرم برای را روابط اینجا در بردارها. برای با دهیم انجام

λa;b = λa,b − Γd
abλd (١٠۶)

است. (٠،٣) رتبه تانسور Έی نتیجه متفاوت. جهت Έی در اما گیریم ͳم مشتق آن از دیΎر بار Έی است. (٠،٢) رتبه تانسور Έی چپ طرف

λa;b;c = (λa;b),c − Γe
acλe;b − Γe

bcλa;e

= λa,b,c − Γd
ab,cλd − Γd

abλd,c − Γe
ac(λe,b − Γd

ebλd)− Γe
bc(λa,e − Γd

aeλd) (١٠٧)

٣۶



ͳم معلوم ساده مشاهده Έی است. تانسور Έی بازهم نتیجه کنیم. ͳم کم هم از را تانسور دو و کنیم ͳم عوض را (c،b) های اندیس جای حال

نوشت: زیر صورت به را تفاضل این توان ͳم که کند

λa;b;c − λa;c;b = Rd
abcλd (١٠٨)

آن در که

Rd
abc = ∂bΓ

d
ac − ∂cΓ

d
ab + Γe

acΓ
d
eb − Γe

abΓ
d
ec (١٠٩)

این به آن. مشتقات نه و است بردار خود با متناسب (١٠٨) راست طرف که کنید دقت است. ریمان تانسور به موسوم (١،٣) رتبه تانسور Έی

آن ابعاد و بردار آن خود با تناسبی چه Έکوچ نهایت بی مسیر دو در هموردا مشتق تفاوت دهد ͳم نشان که است تانسوری ریمان، تانسور ترتیب

کند. ͳم تعریف ͳΎهمسای Έی در را انحنا میزان ریمان تانسور دیΎر عبارت به دارد. مسیرها

تعداد 4 بعد در مثلا است. مولفه d4 دارای که رسد ͳم نظر به بعدی d فضای در و است چهار رتبه تانسور Έی ریمان تانسور بینیم ͳم که همانطور

در و دارد هایی تقارن ریمان تانسور نیستند. هم از مستقل ها مولفه این همه که است این نکته اما بود. خواهد تا ٢۵۶ ریمان تانسور های مولفه

بعد در ریمان تانسور مستقل های مولفه تعداد مثال عنوان به دهد. ͳم کاهش شدت به را مستقل های مولفه تعداد که کند ͳم صدق اتحادهایی

پردازیم. ͳم ریمان تانسور های تقارن و اتحادها این به اکنون تاست. ٢٠ تنها d = 4

کند. ͳم صدق زیر رابطه در ریمان تانسور که دهد ͳم نشان ساده محاسبه Έی :ͳبیانک اول اتحاد n

Ra
bcd +Ra

cdb +Ra
dbc = 0 (١١٠)

مستقل های مولفه تعداد است، ریمان تانسور های مولفه بین جبری رابطه Έی اتحاد این که آنجا از دارد. نام ͳبیانک اول اتحاد رابطه این

کند. ͳم کم را ریمان تانسور

محاسبه این داد. نشان کریستوفل علایم های تقارن به توجه و (١١٧) رابطه از مستقیم محاسبه با توان ͳم را ͳبیانک اول اتحاد تمرین: n

دهید. انجام را

بیاوریم: پایین را ها اندیس همه Έمتری از استفاده با توانیم ͳم

Rabcd = gaeR
e
bcd (١١١)
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داشت: خواهیم را زیر تانسور صورت این در

Rabcd =
1

2

(
∂d∂agbc − ∂d∂bgac + ∂c∂bgad − ∂c∂agbd

)
− Γf

acΓfbd + Γf
adΓfbc (١١٢)

که: شویم ͳم متوجه جمله از بینیم. ͳم آن در بیشتری های تقارن نویسیم ͳم شل این به را ریمان تانسور که ͳوقت

Rabcd = −Rbacd

Rabcd = −Rabdc

Rabcd = Rcdab. (١١٣)

مستقل های مولفه تعداد بعدی d خمینه Έی برای دهد. ͳم کاهش را ریمان تانسور مستقل های مولفه تعداد (١١٠) رابطه بعلاوه ها تقارن این

را تعداد این که این برای دارد. مستقل مولفه Έی تنها ریمان تانسور بعدی دو کره Έی برای بنابراین . d
2(d2−1)

12 با: است برابر ریمان تانسور

باشند، متفاوت هم با ریمان تانسور های اندیس همه که است ͳبدیه غیر اتحاد Έی ͳوقت تنها ،ͳبیانک اول اتحاد که کنیم ͳم توجه نخست بفهمیم،

شود. ͳم تبدیل ͳبدیه اتحاد Έی به اتحاد این کنیم،  استفاده (١١٣) های تقارن از و دهیم قرار مساوی هم با را ͳاندیس دو هر گاه هر که چرا

اندیسه چهار تانسور اما کند. ͳم کم ریمان تانسور های مولفه کل تعداد از مولفه
(
d
4

)
= d(d−1)(d−2)(d−3)

24 تعداد به ͳبیانک اول اتحاد بنابراین

های اندیس جفت تعداد (١١٣) در اول رابطه دو دلیل به واق΄ در است. کمتر d4 از اش مستقل های مولفه (١١٣) های تقارن دلیل به نیز ریمان

است برابر مستقل های مولفه این تعداد (١١٣) در آخر رابطه دلیل به و است n := d(d− 1)/2 بله نیست d2 چهارم) و (سوم یا دوم) و (اول

تعداد نهایتا که دهد ͳم نشان جبری ساده محاسبه Έی کرد. کم را
(
d
4

)
بایست ͳم تعداد این از که n(n+ 1)/2 = 1

2
d(d−1)

2 (d(d−1)
2 + 1) با

.d
2(d2−1)

12 با شود ͳم برابر مستقل های مولفه

کنید. محاسبه را مولفه این مقدار . Rθ,ϕ,θ,ϕ با: است برابر ریمان تانسور مستقل مولفه تنها بΎیرید: نظر در را بعدی دو کره تمرین: n

بΎیرید ds2 = dx2 + dy2 را سط این روی Έمتری بΎیرید. نظر در (x, y) ͳدکارت مختصات با را R2 بعدی دو سط الف: تمرین: n

کنید. حساب سط این برای را ریمان تانسور و

را کریستوفل نمادهای ببرید. کار به (r, θ) قطبی مختصات بار این ͳول بΎیرید نظر در Έمتری همان با را ͳقبل دوبعدی سط همان ب:

باشد. صفر با برابر هایش مولفه همه ͳیعن باشد. صفر تانسور Έی باید هم باز نتیجه کنید. تعیین را ریمان تانسور سپس و کنید حساب

کنید. حساب را ریمان تانسور دوبعدی چنبره سط برای تمرین: n
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ͳریچ تانسور ٨ . ١

تانسور به موسوم دو مرتبه تانسور Έی توان ͳم ها اندیس از تا دو کردن ادغام با و تانسور این روی از است. ۴ مرتبه تانسور Έی ریمان تانسور

تعریف زیر صورت به ͳریچ تانسور دلیل همین به داد. انجام را ادغام این توان ͳم روش Έی به تنها (١١٣) ͳتقارن روابط دلیل به ساخت. ͳریچ

شود: ͳم

Rab := Rc
abc (١١۴)

شود: ͳم خوانده ͳریچ اسالر که ساخت زیر صورت به نیز اسالر کمیت Έی توان ͳم تانسور این از

R = gabRab = Ra
a. (١١۵)

کنید. حساب را ͳریچ اسالر و تانسور دوبعدی کره برای الف: تمرین: n

دهید. انجام نیز چنبره Έی برای را محاسبه ب: همین

خواهیم صورت این در کنیم. استفاده ریمان تانسور تقارن سه هر از بایست ͳم ͳویژگ این دیدن برای است. متقارن تانسور Έی ͳریچ تانسور

داشت:

Rab = Rm
abm = gmnRnabm = gmnRbmna = gmnRmban = Rba. (١١۶)

آوریم: بدست ریمان تانسور از استفاده با را ͳریچ تانسور صریح صورت توانیم ͳم

Rab = Rd
abd = ∂bΓ

d
ad − ∂dΓ

d
ab + Γe

adΓ
d
eb − Γe

abΓ
d
ed. (١١٧)

برای بالا عبارت و ͳویژگ این از استفاده با هستند. متقارن خود سوم و دوم های مولفه به نسبت کریستوفل عناصر که دانیم ͳم تمرین: n

است. متقارن خود اندیس دو به نسبت ͳریچ تانسور که کنید ثابت صریح طور به ͳریچ تانسور

در ریمان تانسور های مولفه که این است. نقطه Έی در ریمان تانسور های مولفه بین رابطه Έی ͳبیانک اول اتحاد :ͳبیانک دوم اتحاد n

است: زیر صورت به اتحاد این شود. ͳم بیان ͳبیانک دوم اتحاد توسط دارند، هم با ای رابطه چه خمینه Έی در هم به Έنزدی های نقطه

Rλ
µνα;β +Rλ

µαβ;ν +Rλ
µβν;α = 0. (١١٨)
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نویسیم: ͳم و کنیم ͳم حساب را بردار دو ضرب حاصل هموردای مشتق شود: ͳم ثابت زیر صورت به رابطه این

(AµBν);α = Aµ;αBν +AµBν;α. (١١٩)

گیریم: ͳم مشتق بازهم رابطه این طرف دو از

(AµBν);α;β = Aµ;α;βBν +Aµ;αBν;β +Aµ;βBν;α +AµBν;α;β . (١٢٠)

کنیم: ͳم عوض را β و α اندیس دو جای

(AµBν);β;α = Aµ;β;αBν +Aµ;βBν;α +Aµ;αBν;β +AµBν;β;α. (١٢١)

برسیم: زیر رابطه به تا کنیم ͳم استفاده هم ریمان تانسور تعریف از و شوند ͳم حذف جملات از ͳبعض کنیم، ͳم کم هم از را رابطه دو این

(AµBν);α;β − (AµBν);β;α = Rλ
µαβAλBν +Rλ

ναβAµBλ. (١٢٢)

حاصل نوع این از ͳخط ترکیبی دو رتبه تانسور هر اما است. بردار دو ضرب حاصل که شده نوشته خاص دو رتبه تانسور Έی برای رابطه این

بودن ͳخط به توجه با است. نوشتن قابل Tµν = AµBν + CµDν + · · · صورت به دو رتبه تانسور هر دیΎر عبارت به هاست. ضرب

بنویسیم: دوم رتبه تانسور هر برای را رابطه این توانیم ͳم روابط تمام

Tµν;α;β − Tµν;β;α = Rλ
µαβTλν +Rλ

ναβTµλ. (١٢٣)

زیر صورت به نوشتیم که ای رابطه اخرین نتیجه در .Tµν = Aµ;ν ͳیعن است، بردار Έی مشتق خود Tµν که کنیم فرض توانیم ͳم حال

آید: ͳم در

Aµ;ν;α;β −Aµ;ν;β;α = Rλ
µαβAλ;ν −Rλ

ναβAµ;λ. (١٢۴)

استفاده نیز ͳبیانک اول اتحاد از و کنیم جم΄ هم با همه را آمده بدست روابط و دهیم تغییر ای دوره صورت به را ν, α, β های اندیس هرگاه

رسیم: ͳم زیر رابطه به کنیم

(
Rλ

µνα;β +Rλ
µαβ;ν +Rλ

µβν;α

)
Aλ = 0 (١٢۵)
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ͳبیانک دوم اتحاد همان این و است صفر با برابر پرانتز داخل عبارت که گیریم ͳم نتیجه است درست A بردارِ هر برای رابطه این که آنجا از

است.

منجر ͳبیانک دوم و اول اتحادهای که است ͳطبیع بنابراین آید. ͳم بدست ریمان تانسور های اندیس از تا دو ادغام از ͳریچ تانسور که دانیم ͳم

ͳم نگاه (١١٠) رابطه ͳیعن ͳبیانک اول اتحاد به نخست آوریم. بدست را قیود این خواهیم ͳم جا این در بشوند. نیز ͳریچ تانسور روی قیودی به

آوریم: ͳم بدست رابطه این از d و a های اندیس ادغام با کنیم.

Rbc +Ra
cab +Ra

abc = 0. (١٢۶)

ͳریچ تانسور که گیریم ͳم نتیجه بنابراین .−Rcb با است برابر وسط جمله و صفر با برابر آخر جمله که دانیم ͳم ریمان تانسور های تقارن از اما

ͳیعن است، متقارن تانسور Έی

Rbc = Rcb. (١٢٧)

و داده قرار مساوی را آنها ͳیعن) کنیم ͳم ادغام را β و λ های اندیس رابطه این در کنیم: ͳم توجه (١١٨) رابطه ͳیعن ͳبیانک دوم اتحاد به حال

رسیم: ͳم زیر رابطه به و زنیم) ͳم جم΄ آنها روی

Rλ
µνα;λ +Rλ

µαλ;ν +Rλ
µλν;α = 0, (١٢٨)

Rµν = Rλ
µνλ ͳریچ تانسور تعریف به توجه با یا

Rλ
µνα;λ +Rµα;ν −Rµν;α = 0, (١٢٩)

با را آنها و ببریم پایین یا بالا نیز هستند مشتق داخل ͳوقت ͳحت را تانسورها اندیس راحت خیال با توانیم ͳم است، gµν;α = 0 که این به توجه با

برسیم: زیر رابطه به تا کنیم ادغام را ν و µ اندیس توانیم ͳم رابطه این در بنابراین کنیم. ادغام هم

Rλ
α;λ +Rµ

µα −R;α = 0, (١٣٠)

نوشت: زیر ساده صورت به را آن توان ͳم که

2Rλ
α;λ −R;α = 0. (١٣١)
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کرد: ͳبازنویس توان ͳم نیز زیر صورت به را رابطه این

(2Rλα − gλαR);λ = 0. (١٣٢)

خوانیم: ͳم اینشتین تانسور را آن که کند ͳم ͳمعرف جدید تانسور Έی چپ طرف

Gλα := Rλα − 1

2
gλαR, −→ Gλα

;λ = 0. (١٣٣)

ͳم صدق ͳپیوستگ رابطه Έی در تانسور این اینکه آن و است ͳفیزی دلیل Έی اش دلیل بودیم، Gαβ مثل تانسوری جستجوی در چرا که این

گرفت. خواهیم یاد باره این در بیشتر شد، خواهیم آشنا اینشتین گرانش معادله با که بعدی فصل در کند.

بایست ͳم کند پیدا موضوع این با بیشتری آشنایی بخواهد که ای خواننده که است ͳطبیع رسد. ͳم پایان به اینجا دیفرانسیل هندسه به ما کوتاه مرور

ͳاساس تعاریف ͳبررس به گفتیم، ابتدا در که همانطور درس، این بخش آخرین در کند. مراجعه ها خمینه هندسه یا دیفرانسیل هندسه های کتاب به

پردازیم. ͳم ͳذات دیدگاه از

ها: مسئله ٩

معادله با گون ͳبیض Έی سط اول: مسئله n

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

نقطه هر در را e2 و e1 ͳیعن مماس فضای پایه بردارهای کنید. توصیف پارامتر دو با را گون ͳبیض این از نقطه هر شود. ͳم توصیف

کنید. مشخص گون ͳبیض این روی را ͳدکارت فضای از شده القا Έمتری چنین هم کنید. محاسبه را |e2 و e1 بردارهای آورید. بدست

آورید. بدست نیز را Έمتری این وارون

شود: ͳم توصیف زیر پارامتری معادلات با بعدی سه فضای در سط Έی دوم: مسئله n

x = u+ v, y = u− v, z = 2uv. (١٣۴)
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کنید. رسم را سط این شل الف:

آورید. بدست را Έمتری این وارون چنین هم و ͳدکارت فضای از شده القا Έمتری آورید. بدست نقطه هر در را مماس فضای بردارهای ب:

کنید. محاسبه را e1, e2, e1, e2 بردارهای پ: 

دیΎری مختصات هر در آنگاه T ij = T ji باشیم داشته ͳیعن باشد متقارن مختصات Έی در تانسور Έی اگر که دهید نشان سوم: مسئله n

است. متقارن هم

کند. ͳم حفظ را خود مقدار ϵijk پادمتقارن کاملا تانسور دوران تبدیلات تحت که دهید نشان چهار: مسئله n

نقطه هر در را مماس بردارهای سط این برای آید. بدست دوار سط Έی تا بدهید دوران z محور حول را z = x2 ͳمنحن پنجم: مسئله n

آورید. بدست را Έمتری این با سازگار همبندی سپس کنید. مشخص را سط روی شده القا Έمتری چنین هم آورید. بدست

Έی و تانسور Έی های مولفه البته منظور مورد دو هر (در است. بردار Έی λa و است متقارن تانسور Έی τab تانسور ششم: مسئله n

باشیم: داشته ها مولفه همه برای هرگاه ( است. بردار

τabλc + τ bcλa + τ caλb = 0 (١٣۵)

.λ بردار یا است صفر τ تانسور یا که دهید نشان

ͳدکارت مختصات در اگر ببرید. کار به را (r, θ) قطبی مختصات نقطه هر برای و بΎیرید نظر در را مسط بعدی دو صفحه هفتم: مسئله n

کریستوفل علایم Έمتری این در است؟ صورت چه به آن Έمتری قطبی مختصات در باشد، ds2 = dx2+dy2 صورت به سط این Έمتری

گیرید؟ ͳم ای نتیجه چه آورید. بدست را ریمان تانسور آن روی از و کنید محاسبه را

ͳدکارت مختصات در اگر ببرید. کار به را (r, θ) قطبی مختصات نقطه هر برای و بΎیرید نظر در را مسط بعدی دو صفحه هفتم: مسئله n

کریستوفل علایم Έمتری این در است؟ صورت چه به آن Έمتری قطبی مختصات در باشد، ds2 = dx2+dy2 صورت به سط این Έمتری

گیرید؟ ͳم ای نتیجه چه آورید. بدست را ریمان تانسور آن روی از و کنید محاسبه را

شل̥ در مختصات این اند. شده گرفته نظر در سط روی ͳموضع مختصات عنوان به θ2 θ1و مختصات چنبره Έی روی هشتم: مسئله n

ͳم وصل (π2 ,
π
2 ) مختصات با نقطه به را (0, 0) مختصات با نقطه که را چنبره روی ژئودزی ͳمنحن اند. شده داده نشان درس در مربوطه

آورید. بدست کند
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این روی را ͳدکارت فضای از القاشده Έمتری ببرید. کار به را (z, θ) مختصات آن برای و بΎیرید نظر در را استوانه Έی سط نهم: مسئله n

گیرید؟ ͳم ای نتیجه چه آورید. بدست را ریمان تانسور آن روی از و کنید محاسبه را کریستوفل علایم Έمتری این در کنید. حساب چنبره

است: مجهز زیر Έمتری به صفحه نیم این بΎیرید. نظر در را P = {(x, y) y > 0} بعدی دو صفحه نیم دهم: مسئله n

ds2 =
dx2 + dy2

y2
. (١٣۶)

کنید. حساب را ͳریچ تانسور و ریمان تانسور سپس و آورید بدست Έمتری این برای را کریستوفل علایم

ها خمینه هندسه به ͳذات نگاه ضمیمه: ١٠

تصور ͳدکارت تر بزرگ فضای Έی در را سطوح این که معنا این به است خمیده سطوح هندسه به ͳغیرذات نگاه ͳنوع کردیم بیان اینجا تا که آنچه

سط بر مماس فضای و سط بر مماس بردارهای که است جهت همین به کنیم. ͳم نگاه سطوح این به تر بزرگ فضای آن دیدگاه از و کنیم ͳم

که است ͳکس دیدگاه این کنیم. ͳم تعریف شده ور غوطه اصطلاح به یا شده نشانده آن در سط این که ͳبزرگ ͳدکارت فضای آن به توسل با نیز را

از و سط درون از که است این بهتر و تر ͳطبیع دیدگاه اما کند. ͳم نگاه آن به بیرون از و دارد اشراف بزرگ فضای در سط این شدن نشانده بر

البته کنیم. ͳمعرف را دیدگاه این خواهیم ͳم ضمیمه این در کنیم. نگاه سط خواص به کند ͳم ͳزندگ سط روی که ای) مورچه (یا ͳکس دیدگاه

بیان که این برای است. مهم کنیم پیدا دیدگاه این از مناسبی شهودی درک که این برای ایم گرفته یاد ͳقبل های بخش در که آنچه که است ͳطبیع

و تابع مفهوم آشناست، خوبی به ͳریاض مفاهیم با که کند ͳم ͳزندگ سط روی باهوش ای مورچه که کنید تصور کنیم تر ملموس هرچه را خود

. ندارد ͳاطلاع گونه هیچ است ور غوطه تری بزرگ فضای در سط که این و بیرون فضای از ͳول فهمد، ͳم همه را برداری فضای و مشتق و حد

روی تابع مفهوم کند. مشخص (u1, u2) مختصه دو با را ای نقطه هر تواند ͳم ͳکش نقشه با و است بعدی دو اش اطراف دنیای که فهمد ͳم او

تواند ͳم چنین هم او است. شده تعریف ͳحقیق اعداد به سط از که کند ͳم تعریف را ͳتابع او برای f(u1, u2) بنابراین فهمد، ͳم نیز را سط

مماس بردارهای چΎونه مورچه این بفهمیم خواهیم ͳم بΎیرد. مشتق متغیرهایشان به نسبت انها از و کند تعیین را توابع پذیری مشتق یا ͳپیوستگ

تواند ͳم آنگاه کند، تعریف خوبی به را چیزهایی چنین بتواند او اگر کند. ͳم تعریف را هموردا مشتق نهایت در و تانسورها چنین هم و سط بر

کند. پیدا دست نیز انحنا تعریف به
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ͳمنحن Έی بر مماس ١٠ . ١

دهیم. ͳم نشان M با را سط کند. تعریف بزرگتر فضای به ارجاع بدون را سط بر مماس بردار از ͳمفهوم مورچه این چΎونه ببینیم باید حال

مثل معادله Έی با ها ͳمنحن این از کدام هر گذرند. ͳم متعددی های ͳمنحن نقطه این از است. ایستاده p = (u1, u2) نقطه روی مورچه این

ͳم او است. صفر با برابر t پارامتر مقدار p نقطه در که است چنان نیز ها ͳمنحن این پارامتربندی و اند شده تعریف γ(t) = (u1(t), u2(t))

f :M −→ R ِ̥ͳحقیق تابع Έی مشتق ببیند خواهد

زیرا است، t پارامتر از ͳتابع تنها f تابع ͳمنحن این امتداد در است. چقدر γ مثل ͳمنحن Έی امتداد در

f(u1, u2) = f(u1(t), u2(t)) ≡ f(t).

است: چنین آورد ͳم بدست که جوابی طبیعتا

df

dt
=
du1

dt

∂f

∂u1
+
du2

dt

∂f

∂u2
. (١٣٧)

ͳمنحن به ͳبستگ du2

dt و du1

dt ضرایب اما هستند، γ ͳمنحن از مستقل و اند شده حساب سط روی p نقطه در دو هر ∂f
∂u2 و ∂f

∂u1 رابطه این در

حساب نیز β(t) یا α(t) های ͳمنحن مثل دیΎر های ͳمنحن جهت در را f تابع مشتق کند ͳم ͳسع سط روی ی مورچه دارند. نقطه آن در گذرنده

ͳبستگ ضرایب این چون است،  du2

dt و du1

dt ضرایب کند ͳم تغییر که آنچه مورد هر در که تفاوت این با رسد ͳم بالا رابطه همین به بازهم و کند

ͳمشتق هر واق΄ در است. ∂f
∂u2 و ∂f

∂u1 های عبارت است ثابت که آنچه و دارند نقطه آن در ͳمنحن نظر مورد جهت واق΄ در و نظر مورد ͳمنحن به

انجام ͳتابع هر برای تواند ͳم را کار این که بیند ͳم مورچه که آنجا از است. اخیر عبارت دو این از ͳخط ترکیبی ͳمنحن هر امتداد در تابع این از

ͳتابع هر روی که بنویسد عملΎری رابطه Έی صورت به و زیر شل به را آن و بردارد (١٣٧) رابطه از را f تابع است بهتر که کند ͳم فکر دهد

کند: اثر تواند ͳم

d

dt
=
du1

dt

∂

∂u1
+
du2

dt

∂

∂u2
. (١٣٨)

∂
∂u1 های عبارت از ͳمشخص ͳخط ترکیب ͳمشتق هر و شوند ͳم du2

dt و du1

dt ضرایب شدن عوض باعث تنها مختلف های ͳمنحن امتداد در مشتق

که بΎوید و کند تعریف فضا Έی پایه بردارهای عنوان به را ها عملΎر این که افتد ͳم فکر این به مورچه تفکر ͳکم از پس بنابراین است. ∂
∂u2 و

را آن و دهد ͳم نشان TpM با را برداری فضای این کند. ͳم شناسایی برداری فضای Έی عنوان به را عملΎر دو این از ͳخط های ترکیب ͳتمام

احترام یا عادت روی از فقط و ندارد ͳمفهوم و معنا اصلا سط بر فضا این بودن مماس او برای چه اگر نامد، ͳم p نقطه در سط بر مماس فضای

برد. ͳم کار به را اسم این بزرگترها به
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است. صحیح مورچه ادعای که کنید ثابت الف: تمرین: n

دارند. را لازم های خاصیت ͳیعن هستند، TpM عضو ∂i عملΎرهای که کنید ثابت سپس ب:

به توان ͳم را TpM از عضو هر نتیجه در دهند. ͳم تشیل TpM فضای برای پایه Έی {∂i} عملΎرهای که کنید ثابت سپس پ‐

.X = Xi∂i نوشت: زیر صورت

M

p γ(t)

α(t)

β(t)

d
dt

=
du1

dt
∂1 +

du2

dt
∂2

Έی مشتق کند ͳم ͳسع است سط روی که ای مورچه کنید. مراجعه ضمیمه متن به توضیح برای خمینه. Έی در بردارها تعریف شیوه :١٣ شل

کند. حساب گذرد ͳم p نقطه از که دلخواه ͳمنحن Έی امتداد در را تابع

شود: ͳم نوشته زیر صورت به فضا این به متعلق بردار هر

X = X1∂1 +X2∂2 ≡ Xi∂i, (١٣٩)

کنیم ͳم فکر بردارها به صورت این به ͳوقت شوند. ͳم محاسبه p نقطه در نیز ها مشتق این همه . ∂
∂ui برای است ای خلاصه نماد ∂i آن در که

که است ͳطبیع مثال عنوان به آیند. ͳم بدست ͳطبیع ͳخیل صورت به دهیم ͳم تغییر را سط روی مختصات که ͳوقت آنها تبدیل روابط

∂i′ =
∂ui

∂ui′
∂i, (١۴٠)

که است ͳطبیع نتیجه در و

Xi′ =
∂ui

′

∂ui
Xi. (١۴١)
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برابر p مثل نقطه Έی در X = Xi∂i مماس بردارِ Έی امتداد در آن مشتق باشد، M روی اسالر میدان Έی دیΎر عبارت به یا تابع Έی ϕ اگر

با است

Xpϕ = Xi
p∂iϕ (١۴٢)

ͳم دست به عدد Έی و کند ͳم اثر تابع Έی روی Xp ∈ TpM بردارِِ Έی ترتیب این به شوند. ͳم محاسبه p نقطه در ها مشتق همه آن در که

بنویسیم: توانیم ͳم دهیم، نشان C1(M) با را اسالر های میدان اصطلاح به یا پذیر مشتق توابع تمام مجموعه اگر دهد.

Xp : C1(M) −→ R. (١۴٣)

است: زیر های خاصیت دارای نگاشت این نگارد. ͳم عدد Έی به را ͳتابع هر که است این کارش p ی نقطه در مماس بردار Έی دیΎر عبارت به

Xp(cϕ+ ψ) = cXp(ϕ) +Xp(ψ)

Xp(ϕψ) = Xp(ϕ)ψ(p) + ϕ(p)Xp(ψ). (١۴۴)

فراتر نیز دهیم توضیح قبلا که آنچه از تواند ͳم سط روی مورچه .Xp بردار امتداد در ϕ اسالر میدان مشتق جز نیست چیزی Xp(ϕ) واق΄ در

که عملΎرهایی تمام مجموعه که بΎوید تواند ͳم او کند. تعریف مجردی ͳخیل شل به را TpM مماس برداری فضای خود دوستان برای و رود

دهد. نشان TpM با را فضا این و دهند ͳم برداری فضای Έی تشیل هستند (١۴۴) خاصیت دارای

ها اشتقاق تمام کنید ثابت شوند. ͳم نامیده مشتق همان ͳسادگ به یا ٢٩ اشتقاق هستند، (١۴۴) خاصیت دارای که هایی نگاشت تمرین: n

هستند.) برقرار برداری فضای Έی خواص همه که دهید نشان دقیق طور به ) دهند. ͳم تشیل برداری فضای Έی

چنین است. شده تعریف M خمینه روی برداری میدان Έی که گوییم ͳم آنگاه ، باشیم کرده تعریف Xp بردار Έی M خمینه از نقطه هر در اگر

کند ͳم تولید ͳحقیق عدد Έی نقطه هر در کند، ͳم اثر ϕ تابع Έی روی ͳوقت میدان این ندارد. p اندیس دیΎر که دهیم ͳم نشان X با را ͳمیدان

این به نگارد. ͳم دیΎر ͳتابع به را تابع Έی که است این کارش برداری میدان ترتیب این به کند. ͳم تعریف تابع Έی خمینه کل در نتیجه در و

نویسیم: ͳم که است ترتیب

X : C1(M) −→ C1(M). (١۴۵)

erivationD٢٩
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نیتزی لایب خاصیت دارای ثانیا باشد ͳخط عمل این اولا که نحوی به کند ͳم تبدیل دیΎر تابع Έی به را ͳتابع هر برداری میدان ترتیب این به

که معنا این به باشد

X(ϕ+ ψ) = X(ϕ) +X(ψ) , bX(ϕψ) = X(ϕ)ψ + ϕX(ψ). (١۴۶)

است. تابع Έی نیز آنها ضرب بنابراین هستند تابع دو هر X(ψ) و تابع Έی ϕ راست طرف در که کنید دقت

فضای Έی هم آن که دارد ͳدوگان Έی حتما کرده تعریف که فضایی این که افتد ͳم فکر این به ما ریاضیدان مورچه مماس فضای تعریف از پس

کنیم. یادآوری را دوگان فضای مفهوم و کنیم صبر ͳکم باید اینجا در اما دهد. ͳم نشان T ∗
pM با را فضا این است. برداری

ͳم خوانده ٣١ ͳخط ͳتابع Έی ω : V −→ R ٣٠ ͳتابع Έی باشد. ͳحقیق بردار فضای Έی V که کنید فرض : دوگان فضای تعریف n

باشد: زیر خاصیت دارای هرگاه شود

ω(cu+ v) = cω(u) + ω(v), c ∈ R, u, v ∈ V. (١۴٧)

ͳداخل ضرب Έی دارای فضا اگر مثلا یا است. ͳخط ͳتابع Έی است v بردار های مولفه از ͳی vi آن در که ω(v) = vi مثال عنوان به

نیست. ͳخط ͳتابع Έی ω(v) = v · v عوض در است. ͳخط ͳتابع Έی است، ثابت بردار Έی v0 آن در که ω(v) = v0 · v باشد

با را برداری فضای این است. برداری فضای Έی خود برداری فضای Έی روی ͳخط های ͳتابع ͳتمام مجموعه که دهید نشان تمرین: n

خوانیم. ͳم V فضای دوگان را آن و دهیم ͳم نشان V ∗

فضای هرگاه

{e1, e2, · · · en}

کنیم: تعریف زیر صورت به V ∗ فضای برای پایه Έی توانیم ͳم باشد، V فضای برای پایه Έی

ei : V −→ R, ei(v) = vi. (١۴٨)

زیرا است ͳخط ͳتابع Έی ei که است واض

ei(cu+ v) = cui + vi = cei(u) + ei(v).

Functional٣٠

Linear Functional٣١
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دارد. یسان بعد V فضای با V ∗ فضای بنابراین دهند. ͳم تشیل V ∗ فضای برای پایه Έی ei های ͳتابع که دهید نشان تمرین: n

که فهمیم ͳم (١۴٨) تعریف از

ei(ej) = δij .

ͳم نشان T ∗
pM با را دوگان فضای این کنیم. تعریف را TpM دوگان فضای توانیم ͳم فهمیدیم ͳکل صورت به را دوگان فضای تعریف که حال

بریم ͳم کار به را زیر نمادهای نیز فضا این پایه بردارهای برای دهیم.

{du1, du2}

کنند: ͳم صدق زیر رابطه در که

dui(∂j) = δij . (١۴٩)

نویسیم ͳم بنابراین بریم. ͳم کار به آنها برای را α, β, ... نمادهای و نامیم ͳم ٣٣ فرم ‐Έی یا ٣٢ بردار هم را T ∗
pM فضای عناصر

α = αidu
i, (١۵٠)

است. مناسب اندازه بی نماد این که دید خواهیم بریم. ͳم بار دوگان فضای پایه بردارهای برای را نماد این چرا که فهمید خواهیم بعد ͳکم

کنند: ͳم تغییر زیر صورت به پایه بردارهای این مختصات، تغییر تحت که بفهمیم توانیم ͳم (١۴٩) ی رابطه به توجه با

dui
′
=
∂ui

′

∂ui
dui (١۵١)

کنند: ͳم تغییر زیر صورت به ها فرم های مولفه نتیجه در و

αi′ =
∂ui

∂ui′
αi. (١۵٢)

ͳتابع تواند ͳم مورچه خود، مجرد تعاریفِ ادامه در بریم. ͳم کار به را dui نماد دوگان فضای پایه بردارهای برای چرا که بفهمیم خواهیم ͳم حال

کند: ͳم تعریف زیر شل به ͳتابع Έی ϕ ∈ C1(M) مثل تابع Έی ازای به کند: تعریف زیر شل به ͳخاص های

dϕ : TpM −→ R, dϕ(Xp) := Xp(ϕ). (١۵٣)

covector٣٢

form٣٣
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مثل بردار Έی که است این کارش که است ͳتابع Έی دهنده نشان تنها نماد این ندارد. مشتق معنای و است نماد Έی فعلا dϕ که کنید دقت

حد چه تا نمادگذاری این در چنین هم و تعریف این در ما ریاضیدان مورچه که بفهمیم توانیم ͳم حال نگارد. ͳم عدد Έی به را Xp ∈ TpM

است: داده خرج به هوشمندی

است. ͳخط ͳتابع Έی واقعا dϕ که دهید شان الف: شده: حل تمرین n

داریم: (١۵٣) تعریف از استفاده با گیریم. ͳم TpM به متعلق بردار دو را Yp و Xp و ͳحقیق عدد Έی را α حل:

d(ϕ)(αXp + Yp) = (αXp + Yp)(ϕ) = (αXp)(ϕ) + Yp(ϕ) = αXp(ϕ) + Yp(ϕ) = αdϕ(Xp) + dϕ(Yp). (١۵۴)

است. ͳخط ͳتابع Έی واقعا dϕ دهد ͳم نشان که

که دهید نشان ب)

d(ϕ+ ψ) = dϕ+ dψ,

کند. ͳم درست dϕ ∈ T ∗
pM ͳتابع Έی ϕ مثل تابع Έی از که کنیم تعریف d نام به ͳخط عملΎری توانیم ͳم که است این معنایش که

داریم: (١۵٣) تعریف از استفاده با گیریم. ͳم عدد Έی را α ∈ R هم باز حل:

d(αϕ+ ψ)(Xp) = Xp(αϕ+ ψ) = αXp(ϕ) +Xp(ψ) = αdϕ(Xp) + dψ(Xp) (١۵۵)

دهد: ͳم نشان را d عملΎر بودن ͳخط که بنویسیم زیر صورت به را آن توانیم ͳم است، برقرار Xp بردارِ هر برای رابطه این که آنجا از

d(αϕ+ ψ) = αϕ+ dψ. (١۵۶)

که دهید نشان فوق تعریف از استفاده با پ:

d(ϕψ) = ϕ(p)dψ + ψ(p)dϕ.

است. بوده مناسب کاملا ͳتابع این برای dϕ نماد بنابراین

که: دانیم ͳم Xp نیتزی لایب خاصیت از استفاده با و (١۵٣) تعریف از استفاده بار دو با حل:

d(ϕψ)(Xp) = Xp(ϕψ) = Xp(ϕ)ψ(p) + ϕ(p)Xp(ψ) = dϕ(Xp)ψ(p) + ϕ(p)dψ(Xp) (١۵٧)

نتیجه در و

d(ϕψ)(Xp) =
[
ψ(p)dϕ+ ϕ(p)dψ

]
(Xp). (١۵٨)
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آوریم: ͳم بدست است، درست Xp بردارِ هر برای اتحاد این که آنجا از

d(ϕψ) = ψ(p)dϕ+ ϕ(p)dψ. (١۵٩)

که بینیم ͳم ͳتابع تعریف از استفاده با و اینها همه از پس

dui(∂j) = ∂j(u
i) = δij ,

ͳم تشیل T ∗
pM برای پایه Έی واقعا ها {dui} که دهد نشان تواند ͳم خواننده حال هستند. ها ∂i دوگان ها dui دهد ͳم نشان خوبی به که

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را ω ∈ T ∗
pM مثل ͳتابع هر و دهند

ω = ωidu
i. (١۶٠)

بسط و تانسور چند زیر روابط کنیم. تعریف را دلخواه رتبه با تانسورهای ͳبراحت توانیم ͳم ها فرم و بردارها تعریف با .ωi = ω(∂i) آن در که

دهد: ͳم نشان هایشان مولفه حسب بر را آنها

T = T ij∂i ⊗ ∂j ∈ TpM ⊗ TpM,

ω = ωijdui ⊗ duj ∈ T ∗
pM ⊗ T ∗

pM,

A = Aij
k∂i ⊗ ∂j ⊗ duk ∈ TpM ⊗ TpM ⊗ T ∗

pM. (١۶١)

کند. ͳم تعریف را مربوطه های رتبه با تانسوری های میدان خمینه ͳتمام به تانسورها این گسترش

برداری های میدان هموردای مشتق ١٠ . ٢

Xp ∈ TpM رود. ͳم هموردا مشتق سراغ به است کرده تعریف موفقیت با را تانسوری های میدان و تانسورها سط روی هوشمند مورچه که حال

پذیری مشتق و ͳحقیق توابع فضای گیریم. ͳم M خمینه روی برداری میدان Έی را Y ∈ H(M) و p نقطه بر مماس فضای در بردار Έی را

ͳم نشان ∇Xp با را Y ∈ H(M) برداری های میدان از Xp ∈ TpM جهت در هموردا مشتق دهیم. ͳم نشان C1(M) با را M ی خمینه روی

چیزی خصوصیات این باشد. داشته را زیر خصوصیات که شود ͳم ∇Xp
: H(M) −→ TpM, تعریف عملΎری صورت به عملΎر این دهیم.

نیست. آن گونه مشتق خاصیت و عملΎر این بودن ͳخط تقاضای جز

∇Xp
(Y + Z) = ∇Xp

(Y) +∇Xp
(Z),
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∇Xp(f) = Xp(f), f ∈ C1(M). (١۶٢)

دوم رابطه داریم. انتظار ͳمشتق هر از که است ͳخاصیت که کند عمل ͳخط صورت به بایست ͳم اولا هموردا مشتق که کند ͳم بیان اول رابطه

مشتق ایم. کرده مطالعه را آن قبلا که است Xp امتداد در توابع از ͳمعمول مشتق همان توابع روی ∇Xp هموردای مشتق اثر که کند ͳم بیان نیز

خاصیت دو این گیریم. ͳم مشتق آن امتداد در که است برداری به نسبت مشتق عمل بودن ͳخط بیانگر که دارد هم دیΎر ͳطبیع خاصیت دو هموردا

شوند: ͳم بیان زیر ترتیب به

∇Xp+Yp = ∇Xp +∇Yp

∇αXp
= α∇Xp

α ∈ R. (١۶٣)

این اگر دارد. قرار آن در Xp بردار و p نقطه که است ͳΎهمسای در برداری میدان Έی هموردای مشتق تعریف کنند، ͳم بیان روابط این که آنچه

عوض ها چیز ͳبعض نیز آن تناسب به و گرفت خواهد قرار بالا روابط در X برداری میدان Xp جای به آنگاه دهیم، انجام ای نقطه هر در را کار

ͳم دیΎر برداری میدان Έی به را برداری میدان Έی دهیم، ͳم نشان ∇X با را آن که هموردا مشتق حالا که است این تغییر ترین مهم شد. خواهند

ͳیعن نگارد:

∇X : H(M) −→ H(M). (١۶۴)

شد: خواهد ایجاد گفته پیش روابط در نیز تغییرات ͳبعض تغییر این تناسب به

∇X(Y + Z) = ∇X(Y) +∇X(Z),

∇X(f) = X(f), f ∈ C1(M). (١۶۵)

∇X+Y = ∇X +∇Y

∇fX = f∇X f ∈ C1(M). (١۶۶)

ͳطبیع شود. ͳم محاسبه دیΎر برداری میدان Έی به نسبت برداری میدان Έی مشتق آن در که کنیم ͳم توجه ͳکل حالت این به نیز ما پس این از

انتظار هموردا مشتق برای که ͳکل خصوصیات از حال دهیم. انجام ͳΎهمسای Έی و نقطه Έی در را گیری مشتق عمل توانیم ͳم همواره که است

گفته پیش های ͳویژگ و اصول از ͳی از زیر های تساوی از Έی هر در نویسیم. ͳم ها مولفه حسب بر را هموردا مشتق و کنیم ͳم استفاده داریم

۵٢



است. شده استفاده

∇X(Y) = ∇Xi∂i
(Y j∂j) = Xi∇∂i

(Y j∂j) = Xi
[
∇∂i

(Y j)∂j + Y j∇∂i
∂j

]
(١۶٧)

ͳم دارد پایه بردارهای همان حسب بر ͳبسط نیز پایه بردارهای هموردای مشتق گفتیم، بالا در که هموردا مشتق خواص و تعریف بنابر که آنجا از

که دانیم

∇∂i∂j = Γk
ij∂k. (١۶٨)

رسیم. ͳم هموردا مشتق برای (٣٧) عبارت همان به ͳقبل رابطه با رابطه این ترکیب با
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